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Vorwort. 



Vorliegende Behandlung der Parallelprojektionen, sowie 
der orthogonalen und schiefen Axonometrie ist fur Lehrer 
der Mittelschulen, fiir Dozenten und Studierende hoherer 
Schulen bestimmt. Zum Verstandnisse werden die Elemente 
der Orthogonalprojektion und die Darstellung der Raum- 
elemente in der Axonometrie als bekannt vorausgesetzt; von 
weiteren Hilfsmitteln ist irn allgeraeinen absichtlich kein 
Gebrauch gemacht worden, um dasWerk moglichst allgemein- 
verstandlich zu halten. Der Verfasser hat sich bestrebt, vor 
allem dem Zeichner niitzlich zu sein, namentlich ist den 
Kreisprojektionen liberall grosse Aufmerksamkeit geschenkt 
worden. Indessen sind auch mehrere rein geometrische Unter- 
suchungen, welehe mit jenem Teile des Stoffes in direktem 
Zusammenhange stehen^ ausfuhrlich behandelt. 

Zurich, im Mai 1889. 
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Erster Teil. 
Parallelprojektionen ebener Systeme. 



1. Der Raum lasst sich in folgender Weise auf eine fest- 
gedachte Ebene, die Bildebene P, abbilden. Durch alle 
seine Punkte A*', B", ... legt man gerade Linien, welche einer 
festen Geraden p" parallel sind. Diese Projektionsstrahlen 
oder projizierenden Linien schneiden P in den Bildern 
A J B,... jener Raumpunkte. Die der Geraden jp'' und alien 
Projektionsstrahlen gemeinsame Richtung nennt man die Pro - 
jektionsrichtung. (Gewohnlich werden parallele Geraden 
als solche von gleicher Richtung und parallele Ebenen als 
solche von gleicher Stellung bezeichnet.) Um eine Gerade 
y^ des Raumes abzubilden, hat man durch sie die mit p"" 
parallele Ebene, ihre projizierende Ebene, zu legen und 
mit dieser die Bildebene zu schneiden. Der Schnitt ist das 
geradlinige Bild g der Geraden ^. 

Ein raumliches Gebilde, das Objekt oder das Original 
genannt, lasst sich aus Punkten und Geraden, in endlicher 
oder unendlicher Anzahl, als Elementen, zusammensetzen. 
Werden. die Bilder der Elemente bestimmt, oder, wie man 
sich ausdruckt, diese Elemente projiziert, so entsteht das 
Bild des raumlichen Gebildes. Den hier beschriebenen Vor- 
gang und auch das Resultat desselben nennt man die s chief e 
Parallelprojektion. Das Objekt und sein Bild steht^n 
hierbei in einer solchen Beziehung zu einander, dass ihre 
Elemente einander paarweise zugeordnet sind. Diese Ele- 
mentenpaare nennt man entsprechende; einem Elemente 
des Objektes „entspricht" sein Bild und umgekehrt. 

Die Gesamtheit aller (doppelt) unendlich vielen Punkte 
-4'', JS'', C'", . . . und aller (doppelt) unendlich vielen Geraden 

Weiler, Neuo Behaudlung der Parallclprojektioueu. 1 
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2 Erster Teil. 

a*", Ify (fj,., einer Ebene E'' des Raumes wird ein ebenes 
System genannt. Die Bilder -4, Ji, t?, ...; a, 6, c, ... aller 
Elemente des ebenen Systems erfiillen die gesamte Bildebene P 
und bilden ebenfalls ein „ ebenes System". Hierbei ist das 
Entsprechen der Originale und der Bilder aller Elemente ein 
umkehrbar-eindeutiges. — Beschreibt der Punkt F^ in 
E*" eine gerade Reihe vom Trager p*", so wird sein Bild P die 
gerade Reihe vom Trager g beschreiben, und umgekehrt. Sind 
hierbei Pj, Pj, ^s?*-* verschiedene Lagen, die P** bei der 
Bewegung einnimmt, und Pi, F^y ^zy* ^^^ entsprechenden 
Punkte, so liegen je F\ und P^, Pj und F^, .., auf Projektions- 
strahlen (die samtlich parallel sind). Anderseits miissen die 
Trager ^ und g in einer projizierenden Ebene liegen, sich 
somit schneiden oder ausnahmsweise parallel sein. In der 
projizierenden Ebene g^g werden somit die zwei Geraden g^ 
und g durch eine Schar paralleler Linien bezuglich in den 
Punktepaaren P[, P^; Pj, Pa,..- geschnitten. Nach einem 
elementaren Satze der Planimetrie sind alle entsprechenden 
Strecken auf g^ und g proportional: 

Es folgt, dass jede Strecke in g"" zu ihrer entsprechenden 
Strecke in ^ in einem konstanten Verhaltnisse steht. In dieser 
Beziehung verhalten sich die Reihen Pj, P^, Pj, ... und Pj, 
Pg, Pj, .. wie (unendlich schmale) ahnliche Figuren und des- 
halb bezeichnet man auch solche Reihen als ahnliche 
Reihen. Jede Originalreihe ist mit ihrer Bildreihe 
ahnlich; jedes Teilverhaltnis dreier in einer Geraden 
liegenden Punkte wird durch Parallelprojektion nicht 
geandert. — Der unendlich feme Punkt P^ der Reihe g*^ liegt 
auf dem unendlich fernen Projektionsstrahl der projizierenden 
Ebene g^g-^ es wird somit der entsprechende Punkt, der un- 
endlich feme Punkt P« von g sein miissen. Die beschriebene 
Proportionalitat zwischen den entsprechenden Strecken auf 
g^ und g bestatigt dieses Resultat, dass die unendlich fernen 
Punkte von entsprechenden Geraden sich ebenfalls entsprechen. 
— Es mag noch hinzugefugt werden, dass der. ^'* und g 
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Parallelprojektionen ebener Systeme. 3 

gemeinsame Punkt sich selbst entspricht und dass fiir parallele 
Geraden und deren Bilder jene ahnlichen Reihen denselben 
Zahlenwert des Verhaltnisses entsprechender Strecken habeiu 

Sind ferner a*", fe**, c**, ... in E'' Geraden eines BUschels 
vom Scheitel P**, so bilden die entsprechenden Geraden a, 6, 
c, . . . in P das Biischel vom Scheitel P. Die Strahlen beider 
Biischel sind, als Originale und Bilder, in umkehrbar ein- 
deutiger Zuordnung. Aber es finden zwiscben den ent- 
sprechenden Winkeln beider Buschel nicht so einfache Be- 
ziehungen statt, wie oben zwischen entsprechenden Strecken 
entsprechender Reihen. — Riickt hier P'" in E** in das Un- 
endliche, so geschieht beziiglich P in P dasselbe; beide 
Buschel verwandeln sich in Scharen paralleler Linien und es 
folgt, dass parallelen Linien des Originalsystems parallele 
Linien des Bildsy stems entsprechen, und umgekehrt. 

Es seien nun a\ parallel zu a'* und a^ parallel zu a zwei 
entsprechende Linien, welche ft**, c^, d'", . . . und 6, c, d, . . . 
beziiglich in 5**, C**, D**, . . . und in By C, D, . . . schneiden. 
Darauf sind i?**, C'", D'*, . . . und B, C, D^ ,., ahnliche Reihen. 
Werden endlich die Strahlen 6, c, d, ... von der mit a und 
«! parallelen Geraden a^ in den Punkten, ^^^ ^2) ^iy* g^- 
schnitten, so sind die Reihen B^, Cg, D^, •• . und B, C^ D, ,..] 
also auch die Reihen B^^ G^, Dg? • • • ^'^<i -^^ C%D'', .,. ahnlich. 
Schneidet man somit die Strahlen zweier entsprechen- 
den Buschel mit zwei Geraden, welche mit irgend 
zwei entsprechenden Geraden parallel sind, so bilden 
die Schnittpunkte zwei ahnliche Reihen. Als derartige 
Linien darf man nun auch die unendlich femen g^ des Systems 
E*" und g^ des Systems P betrachten, weil dieselben als mit 
a'' und a, oder b^ und b usw. parallel liegend anzusehen sind. 
Diese unendlich fernen Geraden verhalten sich wie irgend 
zwei entsprechende Linien, welche Triiger ahnlicher Reihen 
sind. Die entsprechenden Punkte von g^ und von ^r^, mit 
alien entsprechenden Punkten A*" und -4, B"^ und P, ... in E** 
und P liegend, verbunden, liefern die Strahlen der entsprechen- 
den Biischel von diesen genannten Scheiteln. Die Biischel 
entsprechender Strahlen, aus beliebigen entsprechen- 

1* 
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4 - Erater Teil. 

den Punktepaaren als Scheiteln, gelangen durch Pa- 
rallelverschiebung zur Deckung. 

Nach dem Vorangehenden entsprechen parallelen Geraden 
ebenfalls parallele Gerade. Da ferner dem Schnittpunkt zweier 
Geraden der Schnittpunkt der entsprechenden Geraden and 
der Verbindungslinie zweier Punkte die Verbindungslinie der 
entsprechenden Punkte entspricht, so folgt, dass die Kon- 
struktionen, welche im wesentlichen auf dem Ziehen 
und Schneiden von parallelen Linien beruhen, durch 
Projektion nicht verandert werden. 

Anmerkung. Wenn alle Punkte A, B, (7,... eines 
Tragers t den Punk ten A\ ff, C'^ ... eines (ebenfalls gerad- 
linigen) Tragers t^ so zugeordnet sind, dass alle entsprechen- 
den Strecken der beiden Trager in demselben Verhaltnisse 
zu einander stehen, so nennt man diese Reihen -4, J?, C, ... 
und A\ B\C\,,, ahnlich. Kennt man zu zwei Punkten 
Ay B auf t ihre entsprechenden A\ B^ auf t\ so lassen sich 
diese Reihen weiterkonstruieren. Man findet namlich zu 
C auf t den entsprechenden Punkt, C durch die Bedingung 
A'C^ iB'C* ^ ACiBCy wodurch C eindeutig bestimmt ist. 
In derselben Weise gebort zu einem Punkt auf t^ riickwarts 
ein ganz bestimmter Punkt auf t Die Weiterkonstruktion 
lasst sich dadurch vereinfachen, dass man t und t^ so an- 
einanderlegt, dass zwei entsprechende Punkte, etwa A und 
A^y sich decken; es sind dann die Verbindungslinien aller 
entsprechenden Punktepaare B, N\ C, C; . . . parallel. Bringt 
man aber t und t^ in parallele Lage, so gehen die Ver- 
bindungslinien aller entsprechendeh Punktepaare durch einen 
und denselben Punkt. — Hat das Verhaltnis der ent- 
sprechenden Strecken der beiden ahnlichen Reihen den 
Wert 1, so sind die Reihen gleich. Die eindeutige Zu- 
ordnung ihrer Punkte ist durch zwei entsprechende Paare 
-4, A!\ jB, B\ mit der Bedingung AB == A! B^ bestimmt. 

2. Wer die Prinzipien der Massbestimmung des gewohn- 
lichen (euklidischen) Raumes kennt, weiss, dass das „Messen" 
der Strecken in Pimktreihen und der Winkel in Strahlen* 
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Parallel projektionen ebener Systeme. 5 

biischeln sich keineswegs nach dem Gesetze der Dualitat einander 
gegenuberstellen. Unter den Wihkeln aber ist der rechteWinkel 
durch besondere Umstande ausgezeichnet. Es gelingt, eine Me- 
thode fiir das Messen von Winkeln auszubilden, welehe von der 
Darstellung der Bilder von zwei rechten Winkeln ausgeht. 

Zwei Strahlen des ebenen Originalsy stems E'', die auf- 
einander senkrecht stehen, sollen ein Rechtwinkelpaar ge- 
nannt werden. Jedes Strahlbiischel in E'" enthalt unendlich 
viele Rechtwinkelpaare und durch beliebige Parallelverschieb- 
ungen solcher gehen stets wieder Rechtwinkelpaare hervor. 
Durch die Abbildung der Rechtwinkelpaare entstehen Systeme 
von Linien, welehe einander paarweise zugeordnet sind und wobei 
es wesentlich nur auf die Richtungen der Strahlen des Paares 
ankommt, im ubrigen aber die Zuordnung eine umkehrbare ist. 

Sind Uj b] c, d in P die Bilder zweier Rechtwinkelpaare 
(des Systems E'") und verschiebt man beide nach demselben 
Scheitel P, so geht nach der Verschiebung c durch zwei 
der von a mit b gebildeten Scheitelwinkel und d durch 
die beiden ubrigen. Diese Eigenschaft, die ersichtlich fur 
die Originale a*", b^; (f, d'' stattfindet, ubertragt sich auf das 
Bild; auch am Originale „trennen sich" die an denselben 
Scheitel verlegten Rechtwinkelpaare stets. 

Die beiden Strahlen des Originals wie des Bildes eines 
Rechtwinkelpaares werden in Zukunft als einander gegen- 
(iberliegend bezeichnet. Die einer Geraden des einen oder des 
anderen dieser Systeme gegeniiberliegenden Linien sind parallel. 

3. Der Satz, dass die drei Hohen eines Dreiecks sich in dem- 
selben Punkte (dem „Hohenschnitt" JEP) schneiden, liefert eine 
Konstruktion von Rechtwinkelpaaren, wenn bereits zwei der- 
selben bekannt sind, welehe auf dem Ziehen von Parallelen beruht. 

Es seien nun die Bilder a, a^; 6, b^ zweier Rechtwinkel- 
paare bekannt; man konstruiere das Bild g^ einer Senkrechten 
(g[) auf die Gerade (g") vom Bilde g. Das Bild g^ soil durch 
den gegebenen oder beliebig ausserhalb g gewahlten Punkt P 
gehen. Zu diesem Zwecke zieht man (Fig. 1) durch P die 
Geraden a, fc, fiir welehe die Richtungen der gegeniiberliegenden 
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6 Erster Teil. 

Linien bekannt sind. Sie mogen g beztiglich in A, B 
schneiden. Durch jeden dieser Punkte zieht man eine Paral- 
lele zu dem gegenuberliegenden Strahle des anderen Schnitt- 
punktes, namlich a^ durch B und h^ durch A. Diese Linien 

a, und 6| schnei- 

Fig. 1. J • 1, • • 

den sich m einem 
Punkte //, dessen 
Verbiudungslinie 
P^mitPdasIiild 
g^ der verlangten 
Senkrechten ist. 
Denn es ist ohne 
Zweifel ABF das 
Bild eines Drei- 
ecks und H das 
Bild seines Hohen- 
schnittes. 

Bei dieser Kon- 
struktion lassen 
sich die Strahlen 
eines jeden der 
Paare a, a^ und 6, h^ unter sich vertauschen. Es liessen sich 
so, bei gegebenem Punkte P, im ganzen vier Punkte der 
Geraden g^ konstruieren. Stets aber hat man durch P 
zwei Strahlen zu ziehen, welche zusammen beiden 
Paaren angehoren, und dann durch den Schnittpunkt 
eines jeden dieser Strahlen, mit g, eine Parallele zu 
dem gegenuberliegenden Strahle des anderen der 
beiden Strahlen zu ziehen. Ihr Schnittpunkt i7, mit P 
verbunden, giebt das Bildgfi der Senkrechten. — Hierbei 
sind die Punkte P und H einander vertauschbar zugeordnet. 
Die willkiirliche Auswahl, welche hier unter den ur- 
sprunglich gegebenen Linien getroffen werden kann, kommt 
in den Anwendungen sehr zu statten, wenn namlich die 
Bilder gewisser Schnittpunkte weit entfemt liegen. — Bei 
gegebenem g und P waren vorhin vier Hilfslinien no tig, um 
g^ zu erhalten; handelt es sich aber bloss darum, irgend eine 
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Parallelprojektionen ebener Systeme. ^ 

g gegenuberliegende Linie g^ zu erhalten, so bedarf es nur 
zweier Hilfslinien. 

In Fig. 1 bilden A, B, P,H die Ecken eines voUstandigen 
Vierecks, dessen drei Gegenseitenpaare die Bilder dreier Recht- 
winkelpaare sind. Durch Projektion der Figur des Dreiecks 
mit seinen Hohentransversalen wird somit der Satz gewonnen: 
Sind von einem voUstandigen Vierecke zwei Gegen- 
seitenpaare die Bilder von Rechtwinkelpaaren des 
ebenen Systems, so ist auch das dritte Gegenseiten- 
paar das Bild 
eines solcnen 
Paares * Die Ori- 
ginale wie die Bilder 
solclier Vierecke 
sind stets so ge- 
staltet, dass eine 
Ecke, P Oder jET, 
innerhalb des von 
den drei anderen 
Punkten gebildeten 
Dreiecks liegt. Es 
trennen sich dann 
die nach einem ge- S, 
meinsamen Schei- 
tel verschobenen 
Paare. 

4. Vonderinvor- 
angehender Num- 
mer angegebenen Methode fiir die Konstruktion von Rechtwinkel- 
paaren aus zwei gegebenen verschieden ist die nachfolgende. 
Fig. 2 stellt* die Konstruktion in der Originalebene dar, 
unter Weglassung der ublichen Bezeichnung r (^raumlich"). 

* Dieser Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes von 
Desargues, dass die drei Gegenseitenpaare jedes voll8t3,ndigen Vier- 
ecks von jeder Geraden in drei Punktepaaren einer Involution geschnitten 
warden. Als Transversale des Vierecks hat man sich die unendlicb 
feme Gerade zu denken. 
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Gegeben seien das Rechtwinkelpaar a, b und die Gerade g, 
durch gehend. Man verfiigt iiber ein zweites Rechtwinkel- 
paar Cy dj welches man nach dem beliebigen Punkte F der 
Geraden g verlegt.. Nun schneide man c mit a m Q, d mit 
6 in Ji, erganze QFB zu dem Recktecke QPRS^ so ist 
OS^g^ die in auf // errichtete Senkrechte. Vertauscht 



Fig. 3. 




man die RoUen von c und d miteinander, so entsteht ein 
zweites Rechteck Q^FB^S^^ wo ebenfalls OS^ mit g^ uberein- 
stimmt. 

Zum Beweise dieser Eigenschaften beachte man, dass in 
Fig. 2 der uber Q R als Durchmesser beschriebene Kreis durch 
F und gehen muss. Zieht man darauf RS parallel mit 
FQ und QS parallel mit FR, so entsteht das dem Kreise 
eingeschriebene Rechteck QFRSy welches FS zum Durch- 
messer hat, weshalb endlich FOS ein rechter Winkel sein 



muss 



Als weiteres Beispiel derartiger Konstruktionen mag hier 
noch folgendes angefiihrt werden. In g (Fig. 3) liegen die 
Scheitel A^B zweier Rechtwinkelpaare CAD, CBD. Erganzt 
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man CBD zu dem Rechtecke CBDEy so ist AE = g^ recht- 
winklig auf g In analoger Weise findet man die in B auf 
g errichtete Senkrechte BF. — - Auch bier ist die . in der 
Originalebene auszufiihrende Konstruktion (unter Weglassung 
der IJezeichnung r) beschrieben worden. Bei den Bildern 
dieser Figuren treten Parallelogramme an Stelle der Rechtecke. 

Fig. 4. 



M, 



i 


4r/'''' V 


V 


[r- 



5. Die zwei Rechtwinkelpaare a'", fc''; c"^ d"" seien an dem- 
selben Scheitel 0"^ vereinigt. Man falle aus diesem Scheitel 
auf eine nicht durch ihn gehende Gerade g'' eine Senkrechte, 
wobei namentlich der Fusspunkt der Senkrechten bestimmt 
werden soil. 

Fig. 4 giebt die Auflosung fur die Originalebene, wieder 
mit Weglassung des Index r. Die Gerade g werde von den 
beiden Strahlen a, h desselben Paares in A^ B geschnitten. 
Legt man durch A und Parallelen zu c (oder d) und 
durch B und Parallelen zu d (oder c), so entsteht 
allemal ein Rechteck, dessen nicht durch gehende 
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Diagonale die Gerade g iiii Fusspunkte P der Senk- 
rechten schneidet. Indem man^ wie hier angedeutet 
worden, a und h festhalt, darauf die RoUen von c und d mit- 
einander vertauscht, erhalt man zwei solcher Diagonalen 
durch P, die jedesmal aufeinander senkrecht stehen; 
davon gebt die eine jedesmal direkt durch P^ die andere in 
ihrer Verlangerung. (Werden auch die Paare a, 6; c, d mit- 
einander vertauscht, so entstehen im ganzen zwei Rechtwinkel- 
paare vom Scheitel P.) 

Um die erstgenannte Konstruktion zu beweisen, verzeichne 
man liber OA und OB als Durchmesser Kreise. Dieselben 
schneiden sich unter rechten Winkehi, namlich zunachst in O 
(weil ihre Tangenten a, 6 in ein Rechtwinkelpaar sind), und 
zum zweiten Male in dem Fusspunkte P der aus auf die 
Gerade g ^ AB gefallten Senkrechten. (Namlich es liefert 
der zweite Schnitttpunkt P beider Kreise, als auf dem ersten 
Kreise liegend, mit A und verbunden, ein Rechtwinkelpaax, 
und analog folgt, dass auch PjB, BO ein Rechtwinkelpaar 
ist. Deshalb fallen P-4, BB in eine Gerade.) Die Gerade <7, 
durch gehend, schneidet den ersteren Kreis in M] es haben 
der Winkel MOA und die Halfte des Bogens MA gleiches 
Mass. Indem man den zweiten Kreis mit c (durch gehend) 
in N schneidet, findet man, dass auch der Winkel NO A und 
der halbe Bogen ON gleiches Mass haben. Es sind somit 
die Bogen MA und ON supplementar und die Winkel MBA 
und OP^ komplementar. Da aber OB A ein . rechter Winkel 
ist, so fallen BM, BN in einerlei Gerade, w. z. b. w. 

6. Als direkte Auwendimg der eben behandelten Kon- 
struktion von Rechtwinkelpaaren, aus zwei gegebenen, soUen 
nachfolgend Konstruktionen des l^reisbildes aus Punkten 
und Tangenten ausjgefuhrt werden. 

a) Eine derartige Konstruktion wird durch folgende Be- 
trachtung tiber den Originalkreis (unter Weglassung des 
Index r) gewonnen. Es seien (Fig. 5) A und B die Endpunkte 
eines Durchmessers, M das Centrum und C, D zwei beliebige 
Punkte des Kreises. Schneidet man AG mit BD in E und 
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Fig. 5. 
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AD mit BG in F, so ist F der Hohenschnitt des Dreiecks 
ABE und es steht EF auf ^JB senkrecht; die Kreistangenten 
in A und B sind mit EF parallel. Verschiebt man EF pa- 
rallel nach E^F^^ so schneiden sich AF^ und BE^ in dem 
Punkte Di des Ereises. Es lassen sich somit die zweiten 
Schnittpunkte aller durch A oder B gezogenen Linien mit 
dem Kreise mit Hilfe 
von Geraden, die mit 
EF parallel sind, 
konstruieren. — Die 
Dreiecke ABG und 
FEG sind ahnlich; 
ihre entspreehenden 
Seiten stehen auf- 
einander senkrecht. 
Diese Dreiecke be- 
stimmen afanliche 
Systeme, wobei sich 
namentlich die Mit- 
telpunkte M von AB Nz^f 
und N von EF ent- 
sprechen. Also sind 
auch MGj NG ein 
Rechtwinkelpaar,^(7 
ist somit die Tan- 
gente des Kreises im 

Punkte C Ebenso ist ND die Ereistangente vom Beriihrungs- 
punkte D. Und die Mitte N^ von E^F^, auf GN liegend, ist 
wiederum der Schnittpunkt der Kreistangenten in G und D^. 
Durch Projektion dieser Figur entsteht Fig. 6. Gegeben 
sind der Durchmesser AB und die beliebigen Punkte (7, D 
des Kreisbildes. Durch den Schnitt von AG mit BD und von 
AD mit BG entstehen E und F. Es ist EF die Richtung 
des konjugierten Durchmessers des Kreisbildes; die Tangenten 
in A und B sind mit EF parallel. Die Mitte N, von EF 
mit G und D verbunden, giebt die Tangenten in diesen 
Punkten. Zieht man nun durch A den Strahl x, welcher BG 
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in F^ schneidet, darauf durcli F^ eine Parallele zu EF bis AC 

in E^ geschnitten wird, so schneiden sich x und y — BE^^ in 

dem Punkte 2), des Kreisbildes. Endlich ist die Verbindungs- 

yjg g. linie von U^ mit der auf 

ON liegenden Mitte N^ 

von E^F^ die Tangente des 

Punktes D^. 

Waren von dem Kreis- 
bilde der Durchmesser AB^ 
femer zwei bei G benach- 
barte Punkte, namlich G 
mit seiner Tangente t ge- 
geben, so wtirde man vor- 
erst den Punkt D in fol- 
gender Weise bestimmen. 
Da t^ MG das Bild eines 
Bechtwinkelpaares ist, so 
ziehe man durch A eine 
Parallele mit t und durcli 
B eine Parallele mit MG. 
Der Schnittpunkt dieser 
zwei Geraden wird D sein. 
Darauf konstruiere man 
weitere Punkte mit ihren Tangenten nach dem bei Fig. 6 
beschriebenen Verfahren, welches sich auf folgenden Satz 
stiitzt: Hat ein vollstandiges Vierseit zwei Gegen- 
ecken A, B in den Endpunkten eines Durchmessers, 
liegen ferner zwei weitere Gegenecken (7, D beliebig 
wo auf dem Kreisbilde, so ist die Verbindungslinie 
des dritten Gegeneckenpaares E^ F jenem Durch- 
messer konjugiert; in der Mitte von EF schneiden 
sich die in G und D an das Kreisbild gelegten Tan- 
genten. 

h) Es seien, wie das haufig vorkommt, zwei konjugierte 
Durchmesser A^ A^"^ JB, J5, des Kreisbildes bekannt (Fig. 7). 
Die Tangenten ^ in -4, ^^ in A^ sind mit BB^ parallel. Es 
sind ABy BA^ und AA^j t^ die Bilder zweier Rechtwinkel- 
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paare. Zu c, aus A gezogen, soil die gegentiberliegende Linie, 
durch A^ gezogen^ bestimmt werden. Nach Nr. 3 schneidet 
man c mit A^B^ zieht daselbst eine Parallele mit AA^^ dann 
schneidet man c mit t^ nnd zieht aus dem Schnittpunkt eine 
Parallele mit AB, Es entsteht der Schnittpunkt J?, wobei 
A^H die gesuchte, c gegeniiberliegende Linie ist. Sie schneidet 
c in dem Punkte G des Kreisbildes. — Verbindet man noch 




C mit der Mitte T^ von A^E^^ so entsteht die Tangente des 
Punktes C (Die Pigur zeigt, wie diese Mitte erhalten wird; 
der Beweis der Richtigkeit der gegebenen Konstruktion der 
Tangente in wird am einfachsten durch den Ubergang zu 
der Originalfigur erbracht. Dabei beachte man die ahnlichen 
Systeme A\T[E[C'' und A''M'A\C'', welche sich in recht- 
winkliger Lage zu einander befinden, den Parallelismus von 
M'T[ mit A'-C, u. s. f.) 

Fig- 8 giebt eine von der eben besprochenen nur wenig ver- 
schiedene Konstruktion des Kreisbildes. Zu dem Durchmesser 
AA^ ist der halbe konjugierte MB gegeben. Dann verfiigt 
man wieder uber die beiden Rechtwinkelpaarbilder ABy A^B'^ 
AA^y ^j. Den aus A willkiirlich gezogenen Strahl c schneidet 
man mit A^B in Hy zieht aus H eine Parallele zu MB bis P in 
ABy verbindet endlich P mit A^ Der Schnittpunkt von c mit 
A^P gehoiii dem Kreisbilde an; denn es ist oflfenbar AC^ A^C 
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das Bild eines Rechtwinkelpaares, weil augenscheinlich APA^^ 
H das Bild eines gewissen Dreiecks und seines Hohenschnittes 
ist. — Die Tangente des Punktes G ist wieder mit Hilfe des 
Punktes T^ gefunden worden. — Man wird bemerken, dass 

diese Eonstruktion mit 
der in a) enthaltenen 
teilweise iibereinstimmt 
(vergl. Fig. 5). 

c) Sind die Bilder A, 
JB, C dreier Kreispunkte 
A% JB'-, C'" bekannt und 
verfiigt man iiber die 
Bilder zweier Recht- 
winkelpaare, so lassen 
sich weitere Punkte D, 
Dj, Dg, . . . leicht finden. 
Denn am Kreise schnei- 
den sich die in B**, C**, 
D'-,... auf A^B"^, A'-C, 
A^iy^ . . . errichteten Senkrechten samtlich in einem Punkte, 
namlich in dem Endpunkte des in AT beginnenden Kreisdurch- 
messers. Man lege somit durch B die AB und durch G die 
-4Cgegenuberliegende Linie, beide soUen sich in -4^ schneiden. 
Die durch A^ gezogenen, AB^ AB^^.., gegenuberliegenden 
Linien schneiden jene in den Punkten D, -Di, ••• des Kreis- 
bildes. Die Ausfuhrung geschieht in der folgenden Nummer. 
Anliang. Eine sehr allgemeine Eonstruktion des Ereis- 
bildes, von der die eben genannten spezielle Falle sind, basiert 
auf dem Pascalschen Satze: Die drei Gegenseitenpaare 
AB, BE', BC, EF, CB, FA eines dem Ereisbilde be- 
liebig eingeschriebenen Sechseckes ABCBEF schnei- 
den sich in drei Punkten derselben Geraden. Sind 
fiinf Punkte A, B, G, B, E des Ereisbildes bekannt, so lassen 
sich mit Hilfe dieses Satzes weitere Punkte F, F^, F^y.., des 
Bildes konstruieren, welche auf den gegebenen Geraden AF, 
AF^.AF^,... Oder EF, EF^, EF^, ... liegen. — Weiterhin 
schneiden sich nach dem Brianchonschen Satze die Ver- 
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Fig. 9. 



bindangslinien der drei Gegeneckenpaare eines dem Ereise 
beziiglich seinem Bilde umschriebenen Sechsseits in demselben 
Pankte. Nach diesem Satze kann man^ wenn fiinf Tangenten 
des Bildes bekaimt sind, alle ubrigen linear konstruieren* — - 
Diese Satze ergeben auch die Tangenten in den gegebenen 
Punkten, beziiglich die Beriihrungspunkte der gegebenen 
Tangenten. 

7. Sind die Bilder zweier Eechtwinkelpaare bekannt; so 
lassen sich samtliche Bilder solcher Paare leieht konstruieren 
(Nr. 3 — 5). Beispielsweise lassen sich alle konjugierten Durch- 
messerpaare des Kreisbildes finden, wenn zwei derselben be- 
reits bekannt sind. Es soil nun gezeigt werden, dass man 
unter derselben Voraussetzung die Bilder von gleich grossen 
Winkeln, von be- 
liebiger Lage in 
der Originalebene, 
verzeichnen kann. 

Fig. 9 stellt eine der- 
artige Eonstruktion in 
der Originalebene dar, 
welche auf dem Ziehen 
von Senkrechten und 
von Parallelen zu ge- 
gebenen Linien beruht. 
Der Winkel a, welcher 
m zum Anfangs -, n zum 
Endschenkel und A zum Scheitel hat, soil an dem neueu 
Scheitel C, mit p als Anfangsschenkel, aufgetragen werden. 
(Der Index r soil hier ebenfalls wieder unterdruckt werden.) 
Schneiden sich die Anfangsschenkel des gegebenen und des 
gesuchten Winkels in B^ und denkt man sich durch A^ B^, C 
einen Ereis gelegt, so miissen sich auch die Endschenkel 
w, q^ auf demselben schneiden. Es geniigt hierbei, den zweiten 
Schnittpunkt D^ des Endschenkels n mit dem Ereise zu finden. 




* Elementare Beweise dieser Slltze finden sich u. A. in Adams: Die 
Lehre von den Transversalen, Lehrsatze LXXVIIflg. 
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Zu diesem Zwecke zieht man in B^ zu AB^ und in. G zu AC 
die zwei Senkrechten, welche sich in E^ schneiden. Der Fuss- 
punkt des aus E^ auf n gefallten Lotes muss der Punkt D^ 
sein. Seine Verbindungslinie mit G ist der gesuchte End- 
schenkel des mit a gleichen Winkels a^ Diese Losung der 
Aufgabe ist eine eindeutige. — Neben a^ mit p als Anfangs- 
und ^1 als Endschenkel giebt es noch einen Winkel ttg, von 
gleicher Grosse wie a, mit |)als Endschenkel. Dm den 
Anfangsschenkel ^2 ^^ finden^ denkt man sich einen Ereis 
durch Ay G und den Schnittpunkt B^ der Endschenkel der 
Winkel a, a^ gelegt. Der Schnittpunkt D, dieses Kreises mit 
m wird in analoger Weise konstruiert, wie oben der Schnitt- 
punkt Dj. Endlich wird GD^ — q^ der gesuchte Anfangs- 
schenkel sein. 

Fig. 10 (S. 17) giebt nun die Ausfuhrung der genannten 
Konstruktionen in der Bildebene P selbst. Gegeben seien die 
Bilder a. A, m^ n, C, p des Winkels a*", seines Scheitels A''^ 
u. s. f. ; ferner sollen die Richtungen der den Linien m und 
AC gegeniiberliegen^en Linien bekannt sein. — Es s^i p das 
Bild des Anfangsschenkels des mit a*" gleichen Winkels 
a[, Im Schnittpunkt B^ von p mit m ziehe man die m gegen- 
iiberliegende Linie B^E^ und in G die AG gegenuberliegende 
CE^. Die aus ihrem Schnittpunkte E^ gezogene, n gegen- 
uberliegende Linie muss nach Nr. 3 mit E^HD^ fiberein- 
stimmen. Darauf ist B^G^q^ der Endschenkel von a^. — 
Hierauf soil p der Endschenk el des Winkels u^ (mit u^^^a^) 
sein. Man ziehe im Schnittpunkte B^ von p mit n den dem 
Strahle n gegeniiberliegenden B^E^^ welcher mit B^E^ parallel 
lauft, schneide den gegeniiberliegenden Strahl GE^ = GE^ von 
AG in E^, Aus E^ zieht man den m gegeniiberliegenden 
Strahl E^D^j also eine Parallele zu ^^jEj, welcher m in D^ 
schneidet. Schliesslich ist nun GD^ « q^ der gesuchte An- 
fangsschenkel des Winkels a^. 

In Fig. 10 hat man mit GAy GE^ als benachbarten Seiten 
das Parallelogramm AGE^F konstruiert. Dann ist, nach 
Nr. 4 mit Fig. 3, FB^ eine p gegeniiberliegende Linie. 
Wenn man daher g, und q^ mit FB^ schneidet, so wird -B^ 
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in der Mitte zwischen diesen Schnittpunkten liegen. Im 
Originalsystem liegen namlich g[, q^ orthogonal -symmetrisch 
zu p'', — Die Richtung der p gegenuberliegenden Strahlen 
erhalt man zum zweiten Male, wenn man ACE^ zum Paral- 



Fig. 10. 




lelogramm ergiinzt und den vierten Eckpunkt mit B.^ ver- 
bindet. 

Es soil noch die Aufgabe behandelt werden, gleich 
grosse Winkel a**, a[, aj an demselben Scheitel A'' des 
Originalsys terns darzustellen. Mit anderen Worten soil der 
Winkel a'' um seinen Scheitel so gedreht werden, dass einer 
seiner Schenkel in die beliebig durch A"" gezogene Gerade p'' 
fallt. — Fig. 11 stellt die in der Originalebene auszufuhrende 

Weil or, Neue Behandluiig dor Parall(>lprojcktionou. 2 



Digiti 



zed by Google 



18 



Erster Teil. 



Konstruktion dar. Der gegebene Winkel a** habe nC zum 
Anfangs- und n'" zum Endschenkel. Es soil p^ der Anfangs- 
scbenkel des mit a*" gleichen Winkels a\ sein. Man schneide 
w** mit der auf 'f errichteten Senkrechten g'' in B\, In A'' 
errichte man auf m^ die Senkrechte A^G\^ welche g^ in (t[ 
schneidet. Nun erganze man B\A^G\ zu dem Rechtecke mit 
der vierten Ecke £[. Der Fusspunkt der aus ^J" auf vf ge- 
fallten Senkrechten sei T)\, Dann ist der Winkel B\G\T)\ 
dem Winkel oT gleich und es eriibrigt, aus A^ auf B\G\ die 




Senkrechte 5[, als Endschenkel von aj, zu fallen. — Ver- 
tauscht man bei dieser Konstruktion w** und n^ mitein- 
ander, so wiirde man einen Winkel a\ mit den Schenkeln q\ 
und if finden, welcher gleich ist mit a^ und ^f zum End- 
schenkel hat. 

Schliesslich gelangt man so zu einer einfacheren Auf- 
16 sung der in Fig. 10 behandelten Aufgabe. Fig. 12 stellt 
die in der Bildebene auszufiihrende Konstruktion dar. Der 
Winkel (m, w) oder a, vom Scheitel A^ soil nach G libertragen 
werden mit jp, entsprechend m, als Anfangsschenkel. Man 
konstruiere den Endschenkel q^ des Bildes. — Man schneidet 
|) mit der durch A gezogenen, m gegenuberliegenden Linie in P 
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und erganzt AB^ AP zu dem Parallelogramm BAPE. Durch 
E zieht man die n gegeniiberliegeiide Linie J? 2), welche n in 
D triflFfc. Die durch C zu PD gezogene Parallele q^ ist der 
gesuchte Endschenkel des Winkels a^. -— Fiir die Konstruktion 
des Anfangsschenkels q^ des Winkels a^ hatte man oben m 
mit n zu vertauschen. 

Die Darstellung von zwei gleichen Winkeln a^, aj von dem- 
selben Scheitel A^ und einem gemeinsamen Schenkel W* ist bereits 

Fig. 12. 




erwahnt worden. Die librigen Schenkel, m'" von a\ und jp** von 
«2j liegen zu n^ orthogonal -symmetrisch. Im Bilde wird daher 
eine n gegeniiberliegende Linie g zwischen m und w, beziiglich 
n und py gleiche Abschnitte haben miissen; orthogonale Sym- 
metric des Originalsystems geht durch Projektion in schiefe 
Symmetric liber. — Als Umkehrung dieser eben besprochenen 
Aufgabe hat man die Bestimmung der Halbierungslinie eines 
gegebenen Winkels a**; indessen ist die Losung nicht umkehr- 
bar. Die von den Schenkeln m'", n'" gebildeten Winkel werden 
durch zwei rechtwinklige Geraden halbiert, deren Bilder gegen- 
iiberliegende Linien sind. Eine Konstruktion, welche die eine 
dieser Linien liefert, muss die andere als zweite Losung 

2* 
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mitergeben. Die Winkelhalbierung ist eine Aufgabe zweiten 
Grades, welche in Nr. 9 gelost werden wird. 

8. Gleichlange Strecken, auf demselben Trager oder auf 
parallelen Tragem liegend, projizieren sich wieder als gleich- 
lange Strecken. Dagegen haben offenbar gleichlange Strecken, 
die auf nicht parallelen Tragern liegen, Bilder von ungleicher 
Lange. Nachfolgend soil der Versuch gemacht werden, ge- 
gebene Strecken auf andere Trager zu ubertragen, wobei die 
in der Originalebene auszufiihrenden Konstruktionen auf dem 

Fig. 13. 
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Ziehen und Schneiden von parallelen und senkrechten Linien 
beruhen soUen. 

In der Originalebene soil die auf dem Trager f gegebene 
Strecke A*'li*' mit einem beliebigen Anfangspunkte in dem 
Trager t[ abgetragen werden. Man ziehe (Fig. 13) durch 
A'' und B*" Linien, welche mit der einen oder der anderen der 
Halbierungslinien der von f^ mit t[ gebildeten Winkel parallel 
sind. Die Schnittpunkte dieser Hilfslinien mit dem neuen 
Trager t[ bestimmen die mit A''B^ gleichlangen Strecken 
A[B*l und A^B^, Verschiebt man diese gleichen Strecken, 
welche offenbar unter sich entgegengesetzten Sinnes sind, in 
t[ so, dass ihre Anfangspunkte A[ und ^2 i^ ^®^ gegebenen An- 
fangspunkt fallen, so ist die Aufgabe gelost. Hiernach steht 
das Ubertragen gleicher Langen auf andere Trtiger 
mit der Halbierung des Winkels auf gleicher Stufe. 
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Eiiie aiidere Konstruktion, die zu demselben Resultate 
fiihrt, ist die folgende. Es seien A'^B' in f und ^[i^[ in t[ 
zwei gleichlange Strecken (des Originalsystems). Die aus 
A[ zu f und die aus A'' zu t[ gezogenen Parallelen mogen 
sich in dem Punkte P^ schneiden. Legt man ebenso die 
Parallelen aus B^ zu f und aus B*" zu ^[, so werden sie 
sich in einem Punkte Q^ schneiden. Hierbei ist die Verbind- 
ungslinie P^'Q^ einer der beiden Linien parallel, welche die 
von f mit t[ gebildeten Winkel halbieren. — Wenn man 
fernerin^^'und 
B'^ auf t*- und 
in A[ und Bj" 
auf t[ Perpen- 
dikel errichtetj 
so # schneiden 
sie sich in den 
Ecken eines 
Rhombus, des- 
sen Diagona- 
len ebenfalls jenen Winkelhalbierenden parallel sind. 

Anmerkung. Die Unterscheidung der beiden Schenkel 

eines Winkels als Anfangsschenkel und als Endschenkel 

ist gleichbedeutend mit der Festsetzung des Sinnes dieses 

Winkels. Hat man fiir irgend zwei Winkel desselben ebenen 

Systems den Sinn beliebig, unabhangig voneinander gewahlt, 

so kann man unmittelbar entscheiden, ob die Winkel gleichen 

oder ungleichen Sinnes sind. (Es handelt sich hier selbst- 

verstandlich nur um Winkel, welche gezeichnet vorliegen.) 

Bei jeder Strecke bedeutet die Festsetzung des Sinnes 

die Unterscheidung des Anfangs- und Endpunktes. Liegen 

beliebige Strecken auf demselben Trager, oder auf parallelen 

Tragern, so lasst sich angeben, ob sie paarweise gleichen, 

oder entgegengesetzten Sinnes sind. Diese Unterscheidung ist 

unmoglich, wenn die Strecken nicht parallelen Tragern ange- 

horen. Der Beweis soil durch folgende Auffassung von Fig. 14 

erbracht werden. Man drehe die Strecke AB (irgend eines 

ebenen Systems) um den auf ihrem Trager t gelegenen Punkt 0. 
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Der Trager und die Strecke gelangen hierbei successive nach 
t^, ^iBi; ^2? -42J?25-- ^»y ^nBn> Angenommeii es batten die 
Strecken AB, A^B^^ A^B^^.. . einerlei Sinn, so wiirde bei der 
halben Umdrehung des Tragers ^um eine Strecke AnBn ent- 
stehen, welcbe nacb der Voraussetzung mii AB einerlei Sinn, 
in Wirklichkeit aber den entgegengesetzten Sinn hat (gleich- 
giiltig ob der Drehpunkt auf der Strecke, oder in deren 
Verlangerung gewahlt wird). 

9. Sind die Bilder zweier Rechtwinkelpaare des ebenen 
Originalsystems E** bekannt, so lassen sich alle iibrigen be- 
stimmen (Nr. 3—5). Diese Aufgabe soli bier durch das Ziehen 
von Kreisen gelost werden. Diese neue Anflosung fiihrt aiif 
die in der Bildebene auszufiihrende Messung (und Tei lung) 
der Winkel, auf die Ubertragung gegebener Strecken auf 
andere Trager, iiberhaupt auf die Konstruktion von Systemen, 
die dem Originalsystem ahnlich sind, n. s. f. 

In dem Originalsysteme E'* seien a*", 6'', c'', . . . die Strahlen 
eines Biischels vom Scheitel P**; a J, 6j, c\^... die auf jenen 
Strahlen senkrecht stehenden desselben Buscbels. Man wahle 
irgend eine Gerade g^, nicht durch P^ gehend, welcbe jene 
Strahlen beziiglich in den Punkten A""^ jK'", C'*, . . . Jj, Bj, C[, . . . 
schneidet. Legt man uber den Strecken A''A[^ B^'B^^ C''C[y . . . 
als Durchmesser Kreise, so werden sich diesglben samtlich in 
F*" und dem orthogonal -symmetrischen Punkt von P'' in Bezug 
auf g*' schneiden. Die Gesamtheit dieser Kreise wird ein Kreis- 
buschel genannt. 

Nun projiziere man das System E'* mit beliebig gewiihlter 
Projektionsrichtung auf die Bildebene P. Das Bild der Doppel- 
reihe A''^ £'',..•; ^j, Pj",... in^'' wird die damit ahnliche (Nr. 1) 
Doppelreihe -4, P, . . .; ^^, Pj, . . . der Bildgeraden g sein. Die 
Projektion des Scheitels P^ sei der Punkt P. In der Bildebene 
verzeichne man uber den Strecken AA^^y BB^, CC^y,.. als 
Durchmesser ebenfalls Kreise. Die Figur, welcbe aus den 
Paaren A, A^'^ P, Pj ; . . . und dem System der zuletzt genannten 
Kreise besteht, ist der in E'* liegenden Figur ahnlich; die 
Figur in der Bildebene ist eine ahnliche Nachbildung der 
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beziiglichen, in der Originalebene liegenden Figur. Deshalb 
miissen sich die in der Bildebene verzeichneten Kreise in zwei 
Punkten Q^ R schneiden, welche zu der Geraden g orthogonal- 
symmetrisch liegen (Fig. 15). Die Verbindungsstrahlen des 
Punktes P mit den Paaren A^ A^-^ By B^] .., sind die Bilder 
von Reebtwinkelpaaren (wovon spaterhin direkter Gebrauch 
gemacht werden soil). 

Aus der Abnlichkeit der beiden Figuren in E^ und in P 
folgt weiter, dass auch die Dreiecke ABQ^ BGQy... und 

Fig. 15. 




ABB, BOB,,., den Dreiecken A'^BT'^, B''C'^P'', .,. ahnlicb 
sind. Bezeiehnet man, wie in Fig. 15, die Verbindungsstrahlen 
von Q (oder B) mit A^B^ ... A^^ B^y ... durch «,&,... «i, &i,..., 
so gilt allgemein der Satz: Die von den Strahlen a, &, ... 
Oj, &i,... unter sich und mit g gebildeten Winkel 
stimmen mit denjenigen Winkeln, welche die Geraden 
a^, b^j.,. aj, 6j, ... unter sich und mit.p*" einschliessen, 
iiberein. 

Von tien Punkten Q^ B liege Q mit P stets auf derselben 
Seite von g^ dann sind B und P auf entgegengesetzter Seite 
von g gelegen. Sind a, b^ ,.. die Verbindungslinien von Q 
mit -4, P, ..., so haben alle die Winkel ab^bcy.., rait den 
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Bildern ab, bc^... einerlei Sinn. Sind dagegen «, 6, ... die 
Verbindungslinien von R mit A^B ,,,^ so haben siimtliche 
Winkel aby bc^ ,.. mit afc, bcy ,,. entgegengesetzten Sinn. Da 
endlich bei der Parallelprojektion ein unendlich femes „Auge^' 
(Projektionscentrum) vorausgesetzt wird, so werden, von dem- 
selben aus gesehen, die entsprechenden Strahlen aus P'' 
und aus Q beziiglich gleiche Winkel einerlei Sinnes 
miteinander bilden, die entsprechenden Strahlen der 
Biischel P^ und R aber gleiche Winkel entgegen- 
gesetzten Sinnes. 

Hierdurch ist das Problem des Messens und des Teil ens 
von Winkeln fur jede Parallelprojektion eines ebenen Systems 
allgemein gelost, wenn man nur die Bilder von zwei (un- 
abhangigen) Rechtwinkelpaaren kennt. Die erforderlichen Kon- 
struktionen in der Bildebene sind sehr einfach und die Er- 
klarung setzt nur die Kenntnis der Ahnlichkeit der Figuren 
voraus. — Will man beispielsweise die Halbierungslinien der 
von a'' mit 6'' gebildeten Winkel in Fig. 15 darstellen, so 
halbiere man die von QA. und QB (oder von RA und RB) 
gebildeten Winkel, schneide g mit diesen Winkelhalbierenden 
und verbinde diese Schnittpunkte mit P, so entstehen die 
Bilder der gesuchten Halbierungslinien. 

Die Lage der Hilfslinie ^ ist eine ganz beliebige, 
nur soil ^ zunachst nicht dmch P gezogen werden. — Stets 
wird g einer durch P gehenden Geraden d parallel sein, es 
sei d^ die geniiberliegende (Fig. 16 [S. 25]). Irgend zwei gegen- 
iiberliegende Linien a, a^ durch Pschneiden g in A, A^ und der 
iiber AA^ als Durchmesser gelegte Kreis geht durch Q und 
R. Das Paar t, \ liefert einen zweiten durch Q und B, 
gehenden Kreis. Fur das Paar dd^ aber fallt D in g unend- 
lich fern und der Hilfskreis, iiber DD^ als Durchmesser, ver- 
wandelt sich in die in D^ auf g errichtete Senkrechte, welche 
eb'enfalls durch Q und R gehen muss. 

10. Die in vorangehender Nummer ausgefuhrte Konstruk- 
tion kann auf alle Ptinkte P, P^, J^2; ••• ^^^ Bildes ausgedehnt 
werden. Durch die willkilrliche Hilfsgerade g werden dem 
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einzelnen Punkte P jedesmal zwei Punkte Q, B zugeordnet. 
Die zugeordneten Punkte von Pj, Pg, ... sind bezuglich Qi, Ri] 
(>2, Pg ... Diirch Ausdehnung des Verfahrens auf alle Punkte 
P, Pj, Pg, ... des Bildsystems entstehen dessen zugeordneten 
Systeme Q, Q^^ Q^j"- und P, P^, Pg,..., ebenfalls in der 
Bildebene P liegend. Die Hilfsgerade g^ welche hierbei fest- 
liegend gedacht ist, soil fortan die „Ansclilusslinie^* oder 
die Anschlussgerade genannt werden. 

Fig. ic. 




Nach Nr. 9 bilden die Linien QAy QB, QCj.., oder a, 
h 9-j •••; welche den Punkt Q mit den Punkten A^ P, (7, ... 
von g verbinden, unter sich und mit g dieselben Winkel, 
welche die Originale oT, h^y c^, ,,. unter sich und mit g^ ein- 
schliessen. Unter diesen Linien sind aber auch QQ^y QQij"- 
enthalten, deren Winkel mit den von den Geraden P'' P[y 
P^'P^y . . . eingeschlossenen Winkeln libereinstimmen. Dieselbe 
Eigenschaft findet statt bezuglich der Linien Q^Qy d$2?--- 
und deren Originale P[P% PjP$, ...; es folgt, dass alle von 
den Verbindungslinien der Punkte Qy Q^y Q^y* gebildeten 
Winkel mit den von den entsprechenden Verbindungslinien 
der Punkte P**, Pj, Pj, . . . gebildeten Winkeln libereinstimmen. 
Zu diesen Systemen darf man auch ^, bezuglich g"" hinzu- 
nehmen, indem auch die Verbindungslinien der Punkte Q mit 
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der Geraden g genaii dieselben Wiukel bilden, wie dia Ver- 
bindungslinien der Punkte P'* init der Geraden g^. — Das 
System Q, Q^y $2?--;5' ^^^ ^^^^ durch das mit ihm kon- 
gruente R, li^, 7?2;..., g ersetzen und es folgt: Die beiden 
dem Bildsysteme Py P^^ P^j . . zugeordneten Systeme 
Qy §1, §2; ••• ^^^ ^} ^1; ^? ••• sind dem Originalsystem 
P'*, Pj, Pj, ... ahnlich; im ersten, beziiglich im zweiten, 
zugeordneten System haben alle Winkel mit den ent- 
sprechenden des Originalsystems gleichen, beziiglich 
entgegengesetzten Sinn. — Der Einfachheit halber sollen 
kiinftig diese vier ebenen Systeme kurz als das Originalsystem 
oder das System P^ oder E*" das Bildsystem P und die dem 
letzteren zugeordneten Systeme Q und R bezeichnet werden; 
fiir alle diese Systeme tritt hier der Punkt als Element auf. 
Die Systeme sind samtlich aus Punkten, die sich liberall ein- 
deutig entsprechen, zusammengesetzt gedacht. Die zugeord- 
neten Systeme, unter sich kongruent, beziehungsweise ortho- 
gonal- symmetrisch in Bezug auf die Anschlusslinie als Axe, 
sind dem Originalsysteme ahnlich. Es soil nun die Beziehung 
zwischen dem Bildsystem und jedem seiner zugeordneten Systeme 
behandelt werden. 

Bei dieser Untersuchung ist das in Fig. 15 eingeschlagene 
Verfahren massgebend. Indem man den Punkt P beliebig 
bewegt, setze man erst voraus, dass er in die Anschlusslinie 
g falle. Es werden sich dann die Strecken AA^yBB^^.,, auf 
Null reduzieren und P mit Q und jR in demselben Punkte von 
g vereinigen. Die Gerade g besteht somit aus selbstentsprechen- 
den Punkten aller drei Systeme P, Q und R, — Bewegt sich 
P auf dem Strahle a, so miissen sich Q uud R auf den be- 
ziiglichen Strahlen a, namlich auf QA oder RA fortbewegen. 
Denn der von a mit g gebildete Winkel ist das Bild des von 
a/" mit g^ gebildeten Winkels und letzterer muss nach fruherem 
mit den von g und AQ^ beziiglich von g und AR gebildeten 
Winkeln iibereinstimmen; bei der angegebenen Bewegung 
andern sich jene Winkel und ihre Anfangsschenkel nicht, wes- 
halb auch die Endschenkel festbleiben miissen. Es sind somit 
PA und QAj PB und QB u. s. f. entsprechende Geraden der 
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Sysfceme P und Q] ebenso sind PA und BA^ PB und RP u.s, f. 
entsprechende Geraden der Systeme P und B, Die Systeme 
P und Q oder P und i? entsprechen sich somit nicht nur 
Punkt fiir Punkt, sondern es entsprechen auch den Geraden 
des einen Systems (vor- und ruckwarts) eindeutig die Geraden 
des andern Systems. Hierbei schneiden sich entsprechende 
Geraden auf g^ deren Punkte samtlich selbstentsprechende 
sind. — Zwei parallele Linien m, n des Systems P sind die 
Bilder von zwei parallelen Linien m^, vC des Systems P^\ die 
entsprechenden Linien m, n des Systems Q (oder B) mtissen 
ebenfalls parallel sein, wegen der Gleichheit der mit g be- 
zuglich mit g^ eingeschlossenen Winkel, wobei der Sinn 
iiberall derselbe oder der entgegengesetzte ist. — In Fig. 15 
denke man sich einen Punkt P* hinzugefugt und ziehe durch 
ihn die mit a, 6,..., a^, 6i,... parallelen Linien a* 6*,... 
%*? &!*, .. , welche g beziiglich in -4* jB* ..., A^^ 1?^*, ... 
schneiden mogen. Es sind nun auch a*, a^\ 6*, 6^*, ... die 
Bilder von Rechtwinkelpaaren. Wenn man somit fiber den 
Strecken A^A^^ jB*JSi*, ... als Durchmesser Kreise schlagt, 
so schneiden sich dieselben samtlich in den P* zugeordneten 
Punkten ^* und 72*. Hierbei sollen wieder P* und $* auf 
derselben Seite, dagegen P* und JB* auf entgegengesetzter 
Seite von g liegen. Die Verbindungslinien von ^* (oder von 
12*) mit ^*, jB*, ... seien a*, 6*,... Alsdann sind die aus 
P, g, Q, A, A„ B, B„...\nd aus P* g, Q*, A*, A*, B*, 
-Bj*, . . . bestehenden Figuren einander ahnlich und in paralleler 
Lage, auch wenn man Q und §* durch jB und ii* ersetzt. 
Daraus folgt aber, dass die Strahlen PQ und P*Q*, ander- 
seits PB und P*B* je parallel sind. Aus dem eben ge- 
gebenen Beweise folgt noch, dass wenn P* auf PQ (oder PB) 
gewahlt wird, auch Q* auf demselben Strahle PQ (E* auf PiJ) 
liegen muss. Es sind somit fiir die Systeme P und Q die 
mit PQ parallelen Strahlen selbstentsprechende; ebenso die 
mit PB parallelen fiir die Systeme P und B. 

Die Beziehung zwischen den Systemen P und Q hat so- 
mit folgende Eigentiimlichkeiten. Die Punkte und die Geraden 
beider Systeme sind einander eindeutig zugeordnet. Ent- 
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sprechende Punktepaare auf derselben Seite von g liegend, 
haben Verbindungslinien, welche samtlich parallel sind. Diese 
Verbindungslinien sind als selbstentsprechende Linien zu be- 
trachten. Entsprechende Linien, wie a und a, schneiden sicli 
auf der festen Geraden g^ deren Punkte sich samtlich selbst 
entsprechen. Anch entspreehen parallelen Linien (unendlich 
fernen Punkten) des einen Systems wieder parallele Linien 
(unendlich feme Punkte) des andem Systems. — Ftir die 
Systeme P und R gelten dieselben Gesetze, jedoch mit dem 
Unterschiede, dass je zwei entsprechende Punkte zu verschie- 
denen Seiten von g liegen. Solche ebene Systeme be- 
zeichnet man als centrisoh-afflne. Die Linie g ist die 
Affinitatsaxe, die parallelen Verbindungslinien entspre- 
chender Punktepaar^ heissen Affinitatsstrahlen. — Kennt 
man die Axe g und zu einem Punkte P den zugeordneten 
Punkt Qy so kann man zu jedem Punkt P^ den zugeordneten 
§1 finden. Durch den Schnittpunkt von PP^ nach g ziehe 
man eine Gerade durch Q gehend; diese wird durch Q^ gehen 
miissen. Femer ist die Linie PiQi mit PQ parallel, somit 
Q^ eindeutig bestimmt. Oder man konstruiere ein mit dem 
Dreiecke PGQy wo G auf g willkiirlich gewahlt ist, ahnliches 
Dreieck in paralleler Lage PiG^Q^, wobei G^ ebenfalls auf g 
liegen soil, so ergiebt sich der P^ entsprechende Punkt §,. 
Die Beziehung zwischen beiden Systemen P und Q ist auch 
bestimmt, wenn man die Axe g, die Richtung der Affinitats- 
strahlen und ein Paar entsprechende Linien kennt. Letztere 
werden von den Affinitatsstrahlen in entsprechenden Punkten 
geschnitten. Diese entsprechenden Punkte, mit irgend einem 
Punkte von g verbunden, ergeben neue entsprechende Linien- 
paare. Die zu diesen letzteren, durch beliebige Punkte auf 
g gezogenen Parallelen entsprechen sich ebenfalls. Hiernach 
ergiebt sich die Herstellung der centrisch-affinen Systeme in 
derjenigen einfachen Weise, in welcher bei der Orthogonal- 
projektion zu dem Bilde einer ebenen Figur deren Umlegung, 
oder umgekehrt, konstruiert wird, nachdem bereits fiir eiu 
Element Bild und Umlegung bekannt sind. Die Konstruktionen 
sind beiderseits dieselben/ nur hat man es bei dem genannten 
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Beispiele mit dem speziellen Falle zu thun, dass die Affini- 
tatsstraUen auf der Affinitatsaxe senkrecht stehen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen wird es genugen, die 
gefundenen Resultate in dem Satze zusammenzufassen: Kennt 
man die Bilder zweier Rechtwinkelpaare des Original- 
systems, so kann man in der Bildebene langs einer 
beliebig gewahlten Geraden g auf zwei Arten ein an 
das Bildsystem anschliessendes, ihm zugeordnetes 
System konstruieren, welches dem Originalsystem 
ahnlich nnd mit dem Bildsystem centrisch-affin ist, 
mit g als Affinitatsaxe. Beide Systeme sind ortho- 
gonal-symmetrisch in Bezug auf g als Axe. Die Mog- 
lichkeit dieser Ausfiihrung ergiebt sich iibrigens von selbst, 
wenn man bedenkt, dass die Reihen auf g^ und g ahnlich 
sind; wenn man nur die Winkel, unter denen die Original- 
linien a**, ft'', . . . bei A^'y B^^ ... die Linie g^ schneiden in einheit- 
licher Weise in den Bildpunkten A, B, ,., s,n g antragt * Man 
konnte damit diese Untersuchung auf eine allgemeinere Grund- 
lage stellen. Aber es bietet die Durchfiihrung, die von don 
Rechtwinkelpaaren ausgeht, den Vorteil grosserer Einheitlich- 
keit und trbersichtlichkeit. 

Bezuglich des Zusammenhanges zwischen dem Bildsysteme 
und seinen zugeordneten Systemen moge noch folgendes be- 
merkt werden. Die Abschnitte AA^^ BB^, ,., (Fig. 15) trennen 
sich (vergl. Nr. 2) Deshalb werden sich die fiber AA^^ ^^v • • • 
konstruierten Kreise stetsinzwei reellenPunkten§,iJ schneiden. 
Fur jede Parallelprojektion und ffir jede Lage der 
Anschlusslinie g sind somit die den Punkten des 
Bildsystems zugeordneten Punkte stets reell vor- 
handen. — In dem Affinitatsstrahle FQ (oder PB) sind zwei 
entsprechende Strahlen t, t_ vereinigt. Da der Winkel tg mit 

* A.m einfacbsten setzt man voraus , man kenne zwei Winkel, 
welche von -zwei (nicht parallelen) Geraden a*", b^ mit A^'B^ gebildet werden 
und aucb den (hiervon abhangigen) von a'' mit 6*" eingeschlossenen 
Winkel. Alsdann kann man auf zwei Arten die ersteren Winkel bei 
A und B 80 an AB antragen, dass die Endschenkel a, h den zuletzt ge- 
nannten Winkel mit einander einschliessen. 
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dem Originale t^g'' des Winkels tg iibereinstimint, so folgt: 
Die bei den zugeordneten Systemen auftretenden 
Affinitatsstrahlen sind solche Linien des Bildes^ 
welche mit der Anschlusslinie gleiche Winkel bilden 
wie ihre entsprechenden Linien des Originalsystems 
mit dem Originale der Anschlusslinie. Fig. 15 zeigt, dass 
diese Linien die einzigen sind, fiir welche diese Gleichheit be- 
steht; fur jede Gerade^f, bezuglichjf'", giebt es zwei Scharen paral- 
lele Linien von jener Eigenschaft und es sind stets beide Scharen 
reell. Eine nahere Auseinandersetzung ist in Nr. 58 enthalten. 

11. Bei der Besprechung der Systeme Q und 1?, welche 
dem Bildsystem P zugeordnet sind, ist bereits das Wesent- 
liche iiber die Herstellung von centrisch-affinen Systemen 
angegeben worden. 

Zwei entsprechende gerade Punktreihen solcher Systeme, 
P, Pj, P2, . . . vom Trager p und Q^ ft, §2> • • • ^^^^ Trager g', sind 
stets ahnliche Reihen. Sie haben den Schnittpunkt mit der 
Axe g entsprechend gemein und im iibrigen liegen die ent- 
sprechenden Punktepaare P, ^; Pj, C^; ... auf den unter sich 
parallelen Affinitatsstrahlen. In dieser Weise entstehen alle 
ahnlichen Reihen. (Wilrde man die Trager derselben in 
parallele Lage bringen, so wiirden nunmehr die Verbindungs- 
linien entsprechender Punktepaare ein Strahlenbuschel bilden.) 

In Fig. 17 (S.31) sind einige Bestandteile von zwei centrisch- 
affinen Systemen zur Anschauung gebracht. Es seien die 
Axe gy das Dreieck P^P^P^ des einen Systems und der P^ 
entsprechende Punkt Q^ des andern Systems gegeben. Um 
§2 zu finden, schneidet man g mit P1P2 in G3, verbindet G^ 
mit Q^ und schneidet G^Q^ mit der durch Pg zu P^Qi oder s^ 
gezogenen Parallele Sg. In ahnlicher Weise findet man, durch 
Benutzung des Schnittes G^ auf g und des Affinitatsstrahles 
Sg, den Punkt Q^, Den Seiten Pu !P2y P^ des Dreiecks der 
Punkte P entsprechen beziiglich die Seiten q^^ q^y q^ des 
Dreiecks der Punkte Q. Wiirde man durch P^ die Parallele 
Pi zu p^ und durch Q die Parallele 5/ zu q^ ziehen, so mtissten 
sie sich, als entsprechende Linien, auf g schneiden. 



Digiti 



zed by Google 



Parallelprojektionen ebener Systeme. 



31 



Schneidet man g mit 5j, Sg, 53 in Sj, S^y S^, so stimmen 
oflfenbar die Verhaltnisse F^S^ : ^iS'i, P2S2' QA, J\S^ - QA 
uberein. Diese Verhaltnisse aber bleiben dieselben, wenn man 
die Abstande von den Punkten P und Q bis nach g^ je auf 
zwei beliebigen Parallelen, namentlich auf Senkrechten zu g^ 
misst. Es folgt, dass alle entsprechenden Punktepaare 

Fig. 17. 




der beiden centrisch-affinen Systeme von der Axe 
dasselbe Abstandsverhaltnis haben. 

Der bequemeren Ausdrucksweise halber setze man fest, 
es seien QiS^y §2^2? ••• J® ^^s fcfache der Strecken F^S^y 
PgSg, .♦. (ftir die Systeme P und Q ist ifc positiv; fiir die 
Systeme P und B hat h einen negativen Wert). Da Dreiecke 
von gleichen Grundlinien sich verhalten wie die diesen ent- 
sprechenden Hohen, so folgt, dass die Inhalte der Dreiecke 
^3ft^2? G^2^3^n G^i^2G^3 (Fig. 17) ebenfalls das itfache der 
Inhalte der Dreiecke G^P^G^y 6^2 ^s^i? ^lA^s; betragen. 
Da nun weiter 

G,P,G, + G,P,G, - G,P,G, = P,F,P, 
ist (wobei die Inhalte nur dem absoluten Werte nach zu ver- 
stehen sind), so folgt, dass der Inhalt des beliebigen Dreiecks 
Q1Q2Q3 ^^s /rfache des Inhaltes seines entsprechenden Dreiecks 
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PjPgPg betragt Da sich femer zwei beliebige entsprechende 
Figuren der beiden Systeme in entsprechende Dreiecke (in 
endlicher oder unendlicher Anzahl) zerlegen lassen, so folgt 
allgemein, dass die Flacheninhalte aller geschlossenen 
Figuren der centrisch-affinen Systeme in einem kon- 
stanten Verhaltnisse zu einander stehen. Da aber bier 
das System Q mit dem Originalsystem P'" ahnlich ist, so folgt 
weiter, dass die Inhalte samtlicher Figuren des Ori- 
ginalsystems und die Inhalte ihrer Bilder in kon- 
stantem Verhaltnisse zu einander stehen. 

(Beziiglich der gegenseitigen Lage der Systeme P und §, 
Fig. 17, besteht eine gewisse Willkiirlichkeit. Wird das System 
P festgehalten, das System Q aber in der Richtung der 
Strahlen s willkiirlich parallel verschoben, so sind auch nach 
der Verschiebung die Systeme centrisch - affin, wobei eine neue 
Axe auftritt, in Bezug auf welche die entsprechenden Punkte- 
paare wieder das namliche Abstandsverhaltnis haben. Zwei 
centrisch-affine Systemebleiben centrisch-affin, wenn 
man sie in der Richtung der Affinitatsstrahlen be- 
liebig parallel verschiebt Das charakteristische 
Verhaltnis bleibt hierbei erhalten. — Hatte man um- 
gekehrt in erster Linie g parallel verschoben, so waren die 
neuen zugeordneten Systeme Q, R mit den ursprunglichen kon- 
gruent. Denn die Originalstrecken und die Bildstrecken paral- 
leler Linien g*', g stehen in demselben Verhaltnisse zu einander.) 

Eine wichtige Folgerung dieses Satzes bezieht sich auf 
die Teilung geradliniger Figuren. Hat man namlich 
ein geschlossenes Polygon der Originalebene durch gerad- 
linige Transversalen so zu teilen, dass die Inhalte der Teile 
vorgeschriebene Zahlenverhaltnisse haben, so diirfen diese 
Teilungskonstruktionen am Bilde direkt ausgefiihrt werden. — 
Als Beispiel werde folgendes gewahlt. ABC sei das Bild 
eines Dreiecks A''B''G*'. Letzteres soil durch zwei mit A'C'' 
parallele Transversalen H^ K"^, J^'U in drei Flachen zerlegt 
werden, deren Inhalte sich wie die drei gegebenen Zahlen 
oder Strecken tw, w, p verhalten. Man mache (Fig. 18 [S. 33]) 
AD : DE : EB ^ min: p, errichte in D und E auf A B die 
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Senkrechten, welche den fiber AB als Durchmesser beschrie- 
benen Halbkreis in F^ G schneiden. Darauf mache man 
BH^BF und BJ ^ BG, ziehe HK, JL parallel mit AC. 
Diese Linien sind die Bilder der Teilungslinien der Original- 
figur. — Hatte man die eben genannte Konstruktion an der 




Originalfigur ausgefiihrt, so wiirde der fiber A'^B'' beschrie- 
bene Halbkreis mit den Punkten JF^'G'" sich als halbe Ellipse 
fiber dem Durchmesser AB mit den Punkten FG projizieren. 
Jene Halbellipse und der Halbkreis fiber AB sind zugeord- 
nete, centrisch-affine Figuren mit Bezug auf AB = g als 
Anschlusslinie. Die auf die Ellipse beziigliche Konstruktion 
wird durch IJbergang zu der zugeordneten Figur ABDFFG^ 
welche der Originalfigur A'^B''D''F'^E''G'^ ahnlich ist, gelost. 
Eine bekannte Anwendung des Inbaltes der voraiigehen- 
den Nummer bezieht sich auf die Konstruktion des Kreis- 
bildes. Es seien die konjugierten Durchmesser AB] CI) 
des Bildes gegeben (Fig. 19 [S.34]). Man wahle einen der Durch- 
messer, AB, als Anschlusslinie g. Ferner beschreibe man 
fiber AB als Durchmesser einen Kreis (namlich eine mit der 
Originalfigur ahnliche Figur). Sind CD (in beliebiger Reihen- 
folge) die Endpunkte des auf AB senkrechten Kreisdurch- 

Weiler, Neue Behaudlung der Parallelprojektionen. 3 
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messers, so sind sie die zugeordneten Punkte der Endpunkte 
CD des zweiten Durchmessers. Die Affinitatsstrahlen sind 
mit CC und BB parallel. Die Affinitat liefert zu jedem 
Punkt des Kreises den entsprechenden des Kreisbildes; die 
bezuglichen Tangenten in diesen Punkten schneiden sich jedes- 
mal auf g. Konstruiert man zu den Endpunkten EIj^ GH 
konjugierter Kreisdurchmesser die affinen Punkte FjF\ GH, 




so erhalt man unmittelbar konjugierte Durchmesser des Kreis- 
bildes; es sind dabei die Tangenten in E und F parallel mit 
GHy und umgekehrt. Die Schnittpimkte einer Geraden m mit 
dem Kreisbilde sind die entsprechenden Punkte der Schnitt- 
punkte der entsprechenden Linie m mit dem Kreise. Um aus 
einem Punkte P an das Kreisbild die Tangenten zu legen, 
ziehe man aus P die Tangenten an den Kreis, schneide sie 
mit g und verbinde diese Punkte wieder mit P. Der zugeord- 
nete Kreis imd das Kreisbild haben zwei mit den Affinitats- 
strahlen parallele gemeinsame Tangenten Im ganzen sind vier 
gemeinsame Tangenten vorhanden, von denen in Fig. 19 zwei 
luit CG und zwei mit CB parallel sind. Sie bilden einen 
Rhombus, dessen Diagonalen die Ax en des Kreisbildes sind.* 



Mannheim, Cours de G^om^trie d^acriptive, 1880, p. 117. 
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Die beiden, dem Kreisbilde zugeordneten und dem Ori- 
ginalkreise ahnlichen Figuren (Kreise) fallen hier in denselben 
Kreis zusammen. Aber man hat, wie bereits bemerkt wnrde, 
eine doppelte Moglichkeit der Zuordnung ihrer Elemente. — 
1st g eine beliebige Linie, namlich keiu Durchmesser des 
Kreisbildes, so ist sie die Affinitatsaxe zwischen dem Kreis- 
bilde iind zwei zu g symmetrisch liegenden Kreisen. Jeder 

Fig. 20. 




der letzteren hat mit dem Bilde zwei gemeinsame parallele 
Tangenten (beriihrende Affinit'atsstrahlen). Ist </ die Tangente 
des Kreisbildes in irgend einem seiner Punkte Ay so besteht 
diese Eigenschaft fort: Es giebt stets zwei gleich grosse 
Kreise, welche eine Ellipse in demselben Punkte A beruhren, 
von denen jeder mit der Ellipse zwei gemeinsame parallele 
Tangenten hat (namlich parallel mit der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte von Kreis und Ellipse, weil diese Punkte zu- 
geordnete sind). 

Es mag hier noch folgendes Beispiel als Anwendung 
der dem Bildsysteme zugeordneten Systeme ausgefuhrt wer- 
den. Es -seien (Fig. 20) a und h bei N, femer /' und h bei TJ 
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die Bilder zweier Rechtwinkelpaare eines ebenen Systems. 
In a liegt der Bildpunkt A und man konstruiere fiber A U 
ein Dreieck AOU, dessen Original bei rechtwinklig ist und 
dessen Spitze in 6 fallt. — Zur Auflosung wahlt man am 
einfachsten h-g als Anschlusslinie. Der Linie a ist die in N 
auf g errichtete Senkrechte a zugeordnet. Der U zugeordnete 
Punkt U liegt auf a und auf dem iiber FH als Durchmesser 
beschriebenen Kreise. Nun sind durcb g als Axe und durch 
UU als entsprechende Punkte zwei centrisch-affine Systeme 
bestimmt. Legt man durch A den mit UU parallelen Affini- 
tatsstrahl, so schneidet er a in dem A zugeordneten Punkte 
A. Der liber UA als Durchmesser beschriebene Kreis wird 
endlich b in dem gesuchten Punkte schneiden. — Es ist 
hier der Kreis vom Durchmesser A'^U'" mit einer Geraden h'' 
geschnitten worden, somit handelt es sich um einen speziellen 
Fall einer bereits erwahnten Aufgabe. Diese Konstruktion 
lasst sich in dem in Nr. 63 behandelten Beispiele direkt an- 
wenden, die Linie f stimmt alsdann mit der Linie BC (Fig. 
102) iibereih. 

12. Eine Anwendung der in Nr. 9 gefundenen Beziehung 
zwischen den Bildern der Rechtwinkelpaare besteht darin, 
dass man, wenn die Bilder aa^'^ h\ zweier Rechtwinkelpaare 
bekannt sind, die gegenuberliegenden Linien des Bild- 
systems konstruiert, welche aufeinander senkrecht 
stehen. 

Man vereinige (Fig.21 [S.37]) die beiden Paare a a^'^h\ an 
einem beliebigen Punkte P und wahle, nicht durch P gehend, 
die Anschlusslinie g^ welche von aa^\ bb^ in AA^] BB^ ge- 
schnitten wird. Die Kreise von den Durchmessem AA^ und 
BB^ schneiden sich in den P zugeordneten Punkten ^7?, 
die zu g orthogonal symmetrisch liegen. Legt man durch Q 
und B gehend beliebige Kreise, der en Mittelpunkte in g liegen, 
so schneiden sie g in Punktepaaren, deren Verbindungslinien 
mit Q und B rechtwinklig sind. Mit P verbunden erhalt man 
Bilder von Rechtwinkelpaaren. Einer dieser Kreise geht 
gleichzeitig durch QB und P. Er schneidet g in J,Ji und es 
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ist das Paar PJ PJ^ oder ii^ das Bild eines Rechtwinkel- 
paares und zugleich selbst ein Rechtwinkelpaar. 

Vermittelst jener Hilfskreise durch QR erhalt man alle 
Bilder von Rechtwinkelpaaren vom Scheitel P. Unter ihuen 
ist das Paar ii^ das einzige, welches selbst ein Rechtwinkel- 
paar ist. Ersetzt man P durch einen anderen Punkt des 
Bildes, so wird ein Paar ii^ entstehen, welches aus dem eben 
gefundenen durch Parallelverschiebung hervorgeht (Nr. 2). 



Fig. 21. 




Das ebene System E'" enthalt somit zwei Scharen 
paralleler Linien, die sich gegenseitig rechtwinklig 
schneiden und deren Bilder zwei ebensolche recht- 
winklige Systeme paralleler Linien bilden. — Haii- 
delt es sich um eine Orthogonalprojektion, so liegen in 
der Originalebene die einen dieser Linien mit der Spur E''? 
parallel; sie sind die Spurparallelen oder die Hauptlinien, 
die zweite Schar besteht aus den dazu Senkrechten, den Fall- 
linien. 

In Fig, 21 liegen die Punkte Q, R auf dem durch Q^ jR, P 
gehenden Kreise zu dessen Durchmesser /Jj orthogonal -sym- 
metrisch. Die damit zusammenhangende Gleichheit der Bogen 
JQ, JRj femer J^Q, J^R zeigt, dass die Strahlen i und i^ die 
von den Geraden PQy PR gebildeten Winkel halbieren. Letz- 
tere Geraden sind bekannt als Affinitatsstrahlen: Konstruiert 
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man beziiglicli irgend einer Anschlusslinie // die dem 
Bildsysteme P zugeordneten Systeme Q, li^ welche 
dem Origirialsysteme ahnlich und mit dem Bildsysteni 
centrisch-affin sind, so werden die Winkel der von 
einem Punkte des Bildes ausgehenden Affiaitats- 
strahlen von den durch diesen Punkt gelegten recht- 
winkligen gegeniiberliegenden Linien i/\ halbiert.* 

Fig. 22. 




Die konjugierten Durchmesser des Kreisbildes sind die 
Bilder von Rechtwinkelpaaren. Das ausgezeichnete Paar iy i^ 
besteht aus den Axen des Bildes. Sind AA^^ BB^ zwei kon- 
jugierte Durchmesser des Bildes nach Lage und Grosse, so 
sollen die Axen ebenfalls nach Lage und Grosse konstruiert 
werden (Fig. 22). Die gegebenen konjugierten Durchmesser 
sind die Ecken eines Parallelogramms, dessen Mittelpunkt M 
in den Mittelpunkt des Kreisbildes fallt. — Zieht man in A^ 
die mit BB^ Parallele, so ist sie die Tangente a^ des Bildes 
im Punkte A^^, Dabei sind a^ und A^M das Bild eines Recht- 
winkelpaares der Originalebene. Ein zweites derartiges Bild 
besteht aus A^B^y A^B, Hierauf wahle g als Durchmesser 



* In Fig. 19 sind somit die Axen des Kreisbildes mit den Winkel- 
halbierenden von CC, CD parallel. 
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BBi, scbneide damit jene Paare und errichte iiber den Schnitir 
punkten Halbkreise, welche sich in Q^^ sclineiden. Der durch 
A^ und Q^ gelegte Kreis , dessen Centrum in g liegt, schneidet 
g in den Punkten /, J^. Seine Verbindungslinien mit Q^ sind 
i und ij. Verbindet man J, J^ mit A^, so entstehen die Axen- 
richtungen, welche man nach M verlegt, so sind die Axen 
der Lage nach gefunden. — Um die Scheitel zu finden, be- 
nutzt man die zwischen dem Kreisbilde und dem fiber BB^ 
beschriebenen Kreise stattfindende centrische Affinitat. Hier- 
bei ist g die Axe und es sind A^ und Q^ entsprechende Punkte. 
Hierdurch ist die Affinitat bestimmt. Die den Axen zu- 
geordneten Strahlen sind die Parallelen aus M zn i und zu 
ij, welche den Kreis in den Punkten 1, 2; 3, 4 schneiden. 
Sie sind die zugeordneten Punkte der Scheitel 1, 2; 3, 4 des 
Kreisbildes. 

13. Es ist einleuchtend, dass bei der Konstruktion der 
zugeordneten Systeme des Bildsystems (Nr. 10) vor allem die 
Lage der Anschluss- 

linie g von Einfluss _c^___Z!!l^' 

sein wird. Durch be- /fX ^ 

sondere Wahl von g 
wird man erreichen 
konnen, dass die Af- 
finitat zwischen 
den zugeordneten 
Systemen F und Q 
oder P und It eiue 
orthogonale wird, 
oder dass die Affi- 
nitatsstrahlen mit der Axe g parallel laufen. 

Seien (Pig. 23) F und Q auf einer Senkrechten zu g ge- 
legen. Legt man durch Q das beliebige Bechtwinkelpaar a, 
Oj^y welches g in A^ A^ schneidet, so sind die Verbindungs- 
linien FA J PAi zusammen das Bild eines Rechtwinkelpaares. 
Buckt a nach t^ so wird a^ parallel zu g. Man erkennt, dass 
die Senkrechte aus F auf g und die aus P zu ^f gezogene 
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Parallele dasjenige Bild eines Rechtwinkelpaares ist, welches 
selbst ein Rechtwinkelpaar ist. Allgemein gilt somit der Satz, 
dass die Affinitat zwischen zwei zugeordneten Sy- 
stemen eine orthogonale wird, wenn die Anschluss- 
linie g auf ihren gegenttberliegenden Linien senk- 
recht steht, also eine der mehrerwahnten Linien t, \ ist. 
Beachtet man noch, dass jeweilen die P zugeordneten Punkte 
Q und M zxji g orthogonal -symmetrisch liegen^ so kann man 
den genannten Satz dahin erganzen, dass die beiden zu- 
geordneten Systeme des Bildsystems stets gleich- 
zeitig zu dem Bildsysteme orthogonal-affin sind. 
Es tritt hier nur eine Schar von Affinitatsstrahlen auf, indem 
sich die friiher verschiedenen Affinitatsstrahlen mit einer ihrer 
Winkelhalbierenden vereinigen (vergLden Satz in Nr.l2 auf S. 38). 

Von den zuge- 
^^** **• ordneten Systemen 

konnen nur das Bild- 
system P und das 
zugeordnete System 
^in derWeise cen- 
trisch-affin sein, dass 
die Affinitatsstrah- 
len mit der Axe pa- 
rallel laufen. Dieser 
FallistdurchFig.24 
veranschaulicht. Es giebt in der Bildebene im allgemeinen 
eine Schar von parallelen Linien g^ fiir welche dieser Special- 
fall eintritt (Nr. 58). Da die Punkte P und die zugeordneten 
Punkte Q gleiche Abstande von g haben, so besteht fiir die 
centrisch-affinen Systeme P und Q (und auch fiir P und R) die 
Gleichheit der entsprechenden Flachen (Nr. 11). 




14. Es seien -4'", B^ zwei Punkte der Linie g*"^ deren Bild 
g die Anschlusslinie ist und Ay B in g die Bilder jener Punkte. 
Darauf haben alle Strecken der dem Bildsysteme P zugeord- 
neten Systeme Q und B zu den entsprechenden Original- 
strecken gleiches Verhilltnis wie die beiden Strecken AB und 
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A^B^. Denn jene zugeordneten Systeme sind dem Original- 
system ahnlich rait AB^ A^B*" als ein Paar entsprechender 
Strecken. Es entsteht nun naturgemass die Frage nach solchen 
Linien g, beziiglich ^'', fiir welche jenes konstante Verhaltnis 
den Wert 1 hat. Es sind diesfalls die dem Bildsysteme 
zugeordneten Systeme Q und R dem Originalsystem 
kongruent. 

Die Linien g^ und g sind hier die Trager gleicher 
Reihen. AUe Strecken in g sind mit den entsprechenden in 
g"" von gleicher Lange. Es ist einleuchtend, dass wenn zwei 
ahnliche Reihen ein Paar entsprechender Strecken von gleicher 
Lange besitzen, alle entsprechenden Strecken gleich lang und 
die Reihen somit „ gleich" sein mtissen (vergl. Nr. 1, S. 2). 

Es giebt zwei Systeme von parallelen Geraden des Ori- 
ginalsystems E'*, welche mit ihren Bildern die Trager gleicher 
entsprechender Reihen sind. Die einen sind, wie bekannt, 
die Spurparallelen oder Hauptlinien A**, welche der Spur 
s der Ebene E'" in der Bildebene P parallel sind. Diese Ge- 
raden und ihre Bilder sind samtlich parallel. Wahlt man 
bei der Konstruktion der zugeordneten Systeme Q 
und R des Bildsystems P als Anschlusslinie g ^h das 
Bild einer Hauptlinie A'*, so sind die zugeordneten 
Systeme dem Originalsysterae kongruent. Es existiert 
hier ein einfacher geometrischer Ubergang vom Originalsystem 
zu diesen zugeordneten Systemen des Bildsystems. Man drehe 
namlich E'" um h^ in die parallele Lage mit P und projiziere 
hierauf das gedrehte System E'" mit der urspriinglichen Pro- 
jektionsrichtung p'' (Nr. 1) auf die Bildebene P. Jene Drehung 
um h"" ist auf zwei Arten auszufuhren und es entstehen so 
die beiden besonderen Systeme Q und jB. Diesen Vorgang, 
gleichgiltig ob h*" mit s zusammenfallt oder nicht, bezeichnet 
man allgemein als die Umlegung der Originalebene. 

Um das zweite System von Geraden in E'", welche mit 
ihren Bildern gleich sind, zu finden, hat man auf die Pro- 
jektionsrichtung p*" und die Lage der Ebene E** zu der Bild- 
ebene P Riicksicht zu nehnien. In Fig. 25 (S. 42) seien P'' 
und P Original und Bild eines Punktes, also P^'P die Pro- 
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Fig. 25. 



jektionsriclitung. Denkt mau sich zu der Strecke F^P in der 
Mitte eine senkrechte Ebene gelegfc, welche die Spur s in S* 
schneidet, so sind S^F'' auf k^ und S^F auf h entsprechende 
Strecken von gleicher Lange.* AUe Strecken auf TcT sind 
ihren Bildern auf h gleich; beliebige Parallelverschiebung von 
IC' in E'* andert diese Eigenschaft nicht. Die Geraden fc*" und 

h liegen ofifenbar 
in den zugehori- 
gen projizieren- 
den Ebenen Tc^'h zu 
den Projektions- 
strahlen symme- 
trisch. Legtman 
bei der Kon- 
strufetion der 
zugeordneten 
Systeme des 
Bildsystems an 
Stelle der be- 
liebigen An- 
schlusslinie g eine Gerade der Schar h zu Grunde, so 
werden die zugeordneten Systeme mit dem Original- 
systeme kongruent. Sind Ic^ in E*" und X; in P bekannt, 
so kann man offenbar durcb doppelte Drehung die Ebene E'' 
so in P legen, dass alle entsprechenden Punkte der Reihen 
/<;'■ und h zur Deckung gelangen. 

Mit Hilfe der Linien h und h kann man das Original- 
system auf vier wesentlich versehiedene Arten so an das 
Bildsystem anschliessen, dass zwei centrisch-affine Systeme 
entstehen. Beide Systeme sind deshalb affin. Hierbei be- 
zeichnet man zwei ebene Systeme, welche durch Zusammen- 
legen centrisch - affin gemacbt werden konnen, als affine 




* Die Linien hr entstehen als Schnitte von E*" mit Ebenen, die zu 
P parallel sind. Legt man aber die symmetrischen Ebenen za P in 
Bezug auf die Projektionsrichtung p% so werden sie E*" in den Geraden 
des Systems k^ scfaneiden. 
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Systeme (in nicht centrischer Lage). Eine nahere Aus- 
einandersetzung folgt in Nr. 15. 

Bei der Konstruktion der Linie fc% h (Fig. 25) kann aus- 
iiahmsweise der Fall eintreten, dass die Hilfsebene mit der 
Spur s parallel ist. Es liegt diesfalls der Schnittpunkt S* 
mit s unendlich fern. Dieser Fall ist als derjenige zu be- 
zeichnen, in welchem die Spur s der Ebene E*" und die 
Projektionsrichtung p^ sich recbtwinklig kreuzen. 
Dann fallen die Linien h mit den Hauptlinien zusammen. 
Die zwischen dem Originalsystem und dem Bildsysteme be- 
stehende Affinitat muss alsdann derart spezialisiert sein, dass 
beide Systeme wesentlich nur noch auf zwei Arten in die 
centrische Lage gebracht werden konnen, wobei die Affinitats- 
strahleu auf der Affinitatsaxe senkrecht stehen. Zu diesem 
Spezialfalle gehort namentlich die Orthogonalprojektion. 

Bemerkenswert ist weiterhin der Spezialfall, dass die in 
der Mitte von F^F (Fig. 25) errichtete Normalebene die Spur 
s ganz enthalt. Dann sind /S*, A;'', It ganzlich unbestimmt. 
Dieser Fall tritt ein, wenn die Projektionsrichtung p^ auf 
einer der Ebenen, welche die von E** mit P gebildeten Flachen- 
winkel halbieren^ senkrecht steht. Es sind somit hier E'" und 
P zu p^ symmetrisch gelegen* und das Originalsystem ist 
mit seinem Bilde kongruent; alle entsprechenden Linien- 
paare sind die Trager gleicher Reihen, weshalb die Linien 
h unbestimmt sind. Das dem Bildsysteme P zugeordnete 
System Q deckt sich mit P fiir jede beliebige Anschlusslinie, 
die Systeme P und JR aber sind orthogonal -symmetrisch zu g. 

— Das Originalsystem und sein Bild sind in einer solchen 
Abhangigkeit von einander, dass man sie auf vier Arten in 
derselben Ebene (P) als centrisch-affine Systeme zusammen- 
legen kann. (Auch ist das Bildsystem mit unendlich vielen 
Systemen, die dem Originalsysteme ahnlich sind, centrisch- 

* Zwei Ebenen sind zu einer Geraden orthogonal -symmetrisch ge- 
legen, wenn sie mit der Geraden gleiche Winkel bilden und ihre Schnitt- 
linie die Gerade recbtwinklig kreuzt oder schneidet und umgekehrt. 
Auch sind solche zwei Ebenen stets zu einer Normalebene jener Geraden 
orthogonal- symmetrisch und umgekehrt. 
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affin.) Wenn jedoch die Spur der Ebene und die Projektions- 
richtung sich rechtwinklig kreuzen, so lassen sich die Systeme 
noch wesentlich auf zwei Arten zu centrisch-affinen Systemen 
zusammenlegen und es stehen dabei die Affinitatsstrahlen auf 
der Affinitatsaxe senkrecht. In dem speziellsten Falle sind 
die beiden sonst affinen Systeme kongruent und es entsteht 
dann bei dem Zusammenlegen entweder Deckung oder ortho- 
gonale Symmetrie. 

Handelt es sich um die Orthogonalprojektion eines 
ebenen Systems E** auf die Bildebene P, so erzeugt man mit 
Hilfe jeder Geraden g des Bildes zwei dem Originalsysteme 
ahnlicbe, dem Bildsysteme zugeordnete Systeme (?, JR. Wird 
(J zu dem Bilde h einer Hauptlinie, so sind die zugeordneten 
Systeme dem Systeme E'' kongruent (Fall der „Umlegung^' 
der Ebene). Wahlt man fur g das Bild f einer Falllinie, so 
werden die Systeme $, jB zu P orthogonal -affin. — Bringt 

man das Originalsystem 
zu dem Bildsysteme in 
centrische Lage, so ent- 
steht allemal die ortho- 
gonale centrische Affini- 
tat, welche der Um- 
legimg der Ebene ent- 
spricht. 

15. Wenn die Projek- 
tionsrichtung ^^''und die 
Spur s der Ebene E'' 
sich nicht etwa recht- 
winklig kreuzen , so 
giebt es in E^'zwei ver- 
schiedene (und reelle) 
Systeme paralleler Li- 
nien A'", /c'', deren Reihen sich als gleiche Reihen projizieren. 
Fiir die Bildebene P als Zeichnungsflache stellt Fig. 26 
die durch den Punkt P gelegten Linien A, i.dar. Der Bild- 
punkt A hat beziiglich dieser Linien als Koordinatenaxen die 
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schiefwinkligen (Parallel-) Koordinaten FH^ auf h und PK^ 
auf Tt. Weiter schneidet die Gerade 6 auf h und h die Ab- 
schnitte FH^, PK2 aus. — Figur 27 stellt die entsprechende 
Figur P', h\ k\ A\,,. dar, welche, ebenfalls in P liegend, 
mit der Originalfigur P^, h^^ fc'", A^y . . . kongruent sein soil. 
Die entsprechenden Punkte der Geradenpaare h, h! und fc, fc' 
bilden gleiche Reihen mit P und P' als entsprechenden 
Punkten. Den aus A tm h und Tc gezogenen Parallelen ent- 
sprechen die aus A! mit V und V Parallelen. Ebenso sind 
deren Schnittpunkte H^y K^y H[y K[ entsprechende Elemente 
beider Systeme und es folgt, dass die Koordinaten PH^y PK^ 
von A in Bezug auf /i, fc als Axen mit den Koordinaten P'-BT,', 
P'K[ des Punktes A\ bezogen auf A', Jfc' als Axen, liberein- 
stimmen. Fur die entsprechenden Linien &, 6' sind ebenso die 
Abschnitte PH^y PK^ den Abschnitten P'H[, PK[ bezuglich 
gleich. Es folgt: Die entsprechenden Elemente des 
Originalsystems E*" und deren Bilder im Systeme P, 
bezogen auf die ausgezeichneten Linien If^ fc''; A, h 
als Koordinatenaxen, haben in diesen Koordinaten- 
systemen beztiglich gleiche Koordinaten.* Hierbei be- 
zieht sich die Gleichheit auf Grosse und Vorzeichen. — Fiir 
AH^^±AK^ folgt A'E[=±AK[y daher der Satz: Den 
Winkelhalbierenden i, i^ des Linienpaares A, h ent- 
sprechen die Winkelhalbierenden i^y i\ des Paares h''h^, 
Hierbei sind i, \ die (einzigen) gegeniiberliegenden Linien des 
Bildsystems, welche durch P gehen, die aufeinander senkrecht 
stehen. Sie halbieren die von h mit Ic gebildeten Winkel und 
ihre Originale i*", ij halbieren ebenso die von }f mit fe'* ge- 
bildeten Winkel. 

Man wird bemerken, dass in diesen letzten Betrachtungen 
die Linien A, h genau die namliche Rolle spielen, somit als 
vertauschbar angesehen werden konnen. 

Man lege nun Fig. 27 so an Fig. 26, dass die entsprechen- 
den Punkte der Reihen h und V zusammenfallen. Die so 
zusammengelegten Systeme A und A! sind centrisch-affin 

* MQbius, Werke, I. 
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(Nr. 14, S. 41). Einem Tunkte C auf Ic (Fig. 28) entspricht 
C[ auf h[ oder, fur die zweite mogliche Zusainmenlegung, Cg 
auf &i * Alle drei Punkte C, C[, (7^ sind von P ^ P' gleich- 
weit entfernt und es sind die Sehnen CC[ oder 1 und CC^ 
oder 2 die Affinitatsstrahlen fur den Punkt G. (Die Affinitats- 



Fig. 28. 




^A/ 



p hXh 'i 



strahlen der ubrigen Punkte sind damit parallel und es ist 
tiberhaupt die centrische Affinitat der Systeme durch g = fe 
« fe{ == /ig als Axe und das Paar C, C{, bezuglich C, C^, vollig 
bestimmt, S. 28). — In ebendieser Figur drehe man nun das dem 
Originalsysteme kongruente System so, dass V auf h fallt. 
Es gelangt dann M nach feg, der Punkt T>\ der friiher mit 

* Hierbei sind C\^ C^ die dem Punkte C zugeordneten Punkte 
mit g =^h ^h' als Anschlusslinie. 
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D veieinigt war, nacli Dy (Hierbei liat man C, D in gleicher 
Entfemung von P angenommen.) Hierauf ist h «= h^ die Axe 
der Affinitat und DD[ ein Affinitatsstrahl. Diese init 3 be- 
zeichnete Linie ist offenbar mit 2 parallel; denn die Bogen 
DC[j DG[j ferner C[G und DD^ sind je gleich, somit auch 
deren Differenzen DC und D[C[. — Es ist noch eine Zu- 
sammenlegung von /c' mit h moglich, bei welcber D\ friiher 
in D liegend, nach D[ gelangt. Dabei gelangt W nach h[. 
Fiir die so liegenden centriscli-affinen Systeme ist Jc^h[ die 
Axe und DD[ oder 4. die Richtung der Affinitatsstrahlen, 
indem 2), D[ zwei entsprechende Punkte sind. Hierbei hat 
4 mit 1 dieselbe Richtung (aus analogen Grunden wie vorhin 
3 mit 2). Beachtet man noch, dass das System h\ V dem 
Originale des ebenen Systems vom Bild h^ k kongruent voraus- 
gesetzt ist, so folgt: Original und Bild eines ebenen 
Systems lassen sich auf vier Arten in derselben Ebene 
so zusammenlegen, dass sie centrisch affin sind. Da- 
bei erscheint je eine der Linien A, Jc als Axe und es 
treten nur zwei Systeme von Affinitatsstrahlen auf. 
Bei den Zusammenlegungen 1 und 2, mit h als Axe, befindet sich 
das System A, k centrisch- affin mit zwei Systemen A{, jfc{; A^; Kj 
welche zu der Axe orthogonal -symmetrisch liegen. Ebenso 
sind die Systeme A^, fcg; h^, k[y die mit h, k centrisch -affin sind, 
mit k als Axe, zu dieser Axe orthogonal -symmetrisch gelegen. 
Hier ist das Bildsystem A, k festgehalten worden. In 
der so entstehenden Fig. 28 hat dies zur Folge, dass die 
Affinitatsstrahlen (1, 2, 3, 4) paarweise zu den Hal- 
bierungslinien der von h mit k gebildeten Winkel 
symmetrisch liegen. In Fig. 28 bilden namlich die Affi- 
nitatsstrahlen 1, 2, 3, 4 einen Rhombus, dessen eine Diagonale 
durch P, P' geht und den Winkel hk halbiert (infolge der 
Gleichheit der bereits genannten Kreisbogen). Jene Diagonale 
ist eine Symmetrieaxe der Figur. — Die Strahlen 1, 2; 3, 4 
liegen auch in Bezug auf die zweite Diagonale des Rhombus, 
welche der zweiten Winkelhalbierenden von A, k parallel ist, 
symmetrisch. — Endlich ist bekannt, dass die Winkelhalbier- 
enden der Linien A, k rechtwinklige gegeniiberliegende Strahlen 
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?, ^l des Bildsy stems sind. Die Affinitatsstrahlen liaben somit, 
wie in dem allgemeinen Falle einer beliebigen Ansclilusslinie, 
Nr. 12 J S. 38, Strahlen i, i^ zu ihren Winkelhalbierenden. 

Stelien die Linien h\ V aufeinander senkrecht, so gebt 
der erwalinte Rhombus in ein Quadrat uber und es werden 
auch die Affinitatsstrahlen sich rechtwinklig schneiden. 

— Bei dieser Uberfuhrung des Originalsystems und des 
Bildsystems in die centrische Lage (ausgefuhrt in der Bild- 
ebene) ist bisher angenommen worden, dass die Originale und 
die Bilder der Linien h^ k verschiedene Winkel miteinander ein- 
schliessen. Sind diese Winkel gleich, so fallen in Fig 28 C[ 
mit C und Dg mit D zusammen. An Stelle der centrischen 
Affinitiit entsteht entweder Deckung der beiden Systeme 
oder orthogonale Symmetrie; die Affinitatsstrahlen werden 
in dem ersteren Falle unbestimmt. — Auch Nr. 14 mit Fig. 25 
ergiebt fur diese Voraussetzung das Resultat, dass die Ebenen 
E** und P zu. p'' symmetrisch liegen, also das System E'' seinem 
Bilde kongruent ist. 

Fiir das ebene System und sein Bild konnen die Linien 
h'', k^] hy k auch je zusammenfallen (Nr. 14). Dann lassen 
sich, wie bereits erwahnt, die beiden Systeme noch auf zwei 
Arten als centri^ch-affine Figuren aneinanderlegen Es exi- 
stiert namlich nur noch eine Axe, h = h\ dass jedesmal die 
Affinitat eine orthogonale ist, geht aus Nr. 14 hervor. 

— Ist die Anschlusslinie g eine Gerade der Scharen h, k 
des Bildsystems P, so sind die zugeordneten Systeme Q^ R dem 
Originalsystem kongruent und umgekehrt (Nr. 14). Durch 
jeden Punkt P gehen die drei ausgezeichneten Strahlenpaare 
hh] ^y^^i PQjPR des Systems P, wobei die des letzten Paares 
den Punkt mit seinen zugeordneten verbinden. Das erste jener 
drei Paare besteht aus den Winkelhalbierenden des zweiten 
und dritten Paares. Hierbei ist es moglich, dass h und k mit 
PQ und PR zusammenfallen. Wahlt man als Anschlusslinie 
g eine mit h parallele Gerade, so entsteht Fig. 29 (S. 49j. 
Es folgt, dass hier Bildsystem und Originalsystem 
flachengleich sind; denn in Fig. 29 haben entsprechende 
Punkte von der Axe gleiche Entfemung. 
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SoUten (fiir jeden Punkt P) die Affinitatsstrahlen zu- 
sammenfallen, so wiirde sich das Originalsystem auf eine 
Gerade reduzieren. — Wenn endlich h iind h in. i oder i^ zu- 
sammenfallen, so erhalt man wieder deDJenigen Fall der 
Abbildimg eines ebenen Systems, bei welchem die Projektions- 
richtung die Spur der Ebene rechtwinklig kreuzt. Wahlt 
man hier zwei Linien i**, i[ in E** als Axen eines rechtwinkligen 



Fig. 29. 




Koordinatensystems, auf welclie die Elemente von E''bezogen 
werden und bezieht man ebenso die entsprechenden Elemente 
des Bildes auf die Bilder i, i^ als Koordinatenaxen, so sind 
fiir die Punkte der beiden Systeme die einen dieser rechtwink- 
ligen Koordinaten gleicli, die anderen stelien in einem kon- 
stanten Verhaltnisse zu einander. Das Originalsystem und sein 
Bild, gleichgiltig, ob sie in centrischer Lage sind oder nicht, 
soUen hier als normal-affine Systeme bezeiclmet werden, 
vergl. Nr. 14, 57.* 

* In dem aUgemeinen Falle zweier „8chief-affinen Systeme** E*" und 
P (Bild) wurden bezflglich dieser Eoordinatensysteme die Koordinaten 
auf i'' und t, und die auf i\ und i| gelegenen je in einem konstanten Ver- 
haltnisse zu einander stehen. 



Weilep^, Neue Behaudluug der Paral]elprojektioueu 



Digiti 



zed by Google 



50' Zweiter Teil. 

Zweiter Teil. 
Hilfssatze tlber das orthogonale Trieder. 



16. Durch den Scheitelpunkt 0^ des Raiimes seien drei 
gegenseitig reclitwinklige Geraden x''^ ^/^ ^^ ^i® Kanten des 
orthogonalen Trieders, gelegt. Die Bildebene P werde von 
diesen raumliclien Kanten oder Axen bezuglich in den Punkten 
X, F, Z geschnitten. Die Verbindungslinien XY^p^, XZ=p<^y 
YZ =p^ sind die Spurlinien der drei Triederflachen ic^'y'*, x''z'', 
y^'z'' in P (Fig. 30, S. 51). Die Orthogonalprojektion des Schei- 
tels 0^ auf die Bildebene P ist bekanntlich der Hohenscbnitt 
N des Dreiecks XYZ, Die Projektionen der drei Axen x^'y y"", z'' 
fallen in die Hobentransversalen des Dreiecks, sie sind x = ^X, 
y = NYy z = NZ. Die Fusspnnkte dieser drei Hohen in p„ 
^2,^3 seien bezuglich C/, F, W, 

Die Punkte X, Yj Z, C/, F, W liegen dreimal zu je vier 
auf den Kreisen, welcbe liber den Seiten des Spurendreiecks 
XYZ als Durchmesser bescbrieben sind. Der Kreis iiber XY 
schneidet die zugeordnete Hohe ZV in zwei Punkten U^, U^j 
welche in Bezug auf p^ orthogonal -symmetrisch liegen. Die 
Dreiecke XU^Y und XTJ2Y sind als die Umlegungen des 
raumlichen Dreiecks XO^Y anzusehen, wobei die Umlegung 
uni XY geschieht. Es sind also namentlich die Langen Xt/j, 
XU^ gleich der raumlichen Lange XO'' oder x^ (diese durch 
X und 0^ begrenzt gedacht). — In analoger Weise entstehen 
die Punkte F^, V^ auf YV und W^, W^ auf XTF. In Fig. 30 
erscheint die Umlegung der a;'' -Axe als XZ/^, XTJ^j -^F^, XF2, 
die 2/''-Axe als YU^, YU^, YW^, YWc^^ endlich die ^^''-Axe als 
ZV^, ZV^, ZW^j ZW^, Der um X mit dem Radius von der 
Lange x^^XO^ beschriebene Kreis x^ geht durch die Punkte 
C/j, f/g; ^11 ^2) ®^ soil fortan der Axenkreis x'^ genannt 
werden. — Es entstehen in analoger Weise die Axenkreise y'^ 
durch die vier Punkte U^^ U^j W^^ W^j nnd z^ durch F^, Fg, 
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TTi; TTg geliend. Die Punktepaare U^yU^\ ^u ^2? ^u^^ 'sind 
die Sclinittpunktepaare der Axenkreise, 



Fijf. 30. 




sem. 



Soil XYZ das Spurendreieck eines orthogonalen Trieders 
so ist es notwendig ein spitzwinkliges Dreieck. Es 
sind nainlich, uiiteriV^den Hohenschnitt des Dreiecks verstanden, 
XUYj YNZ, ZNX als Orthogonalprojektionen dreier rechteu 
Winkel, welche durch die Falllinien ihrer Ebenen geteilt werden, 
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notwendig stumpfe Winkel. Also schneiden sich die Seiten 
Pif P2t Ps tiiiter spitzea Dreieckswinkeln. N liegt im Innern 
des Dreiecks. Es folgt noch, dass die Punkte t/^, C^g, Fj, . . . 
ihrer urspriingliclien Entstehung nach stets reell sind. 

Man verzeichne ferner den dem Dreiecke XYZ umschrie- 
benen Kreis o^. Seine Tangenten in X, F, Z sind bezuglich 
mit C/F, UWy VW parallel. Ferner wird o^ von C7F in zwei 
Punkten X^, Xg des Axenkreises x^ geschnitten, von ?7TFin 
zwei Punkten Y^, Y^ auf y^, endlich von FTF in den Punkten 
Z^j Z2 auf 0^. — Zum Beweise dieser Satze wird die durch 
die vier Punkte X, Y, ZyO'' bestimmte Kugel eingefuhrt Sie 
schneidet die Ebene P in 0^. Ein Kreis |^ dieser Kugel, durch 
O*" geliend, habe X zum spharischen Zentrum. Seine Ebene 
ist mit der Tangentialebene der Kugel am Punkte X parallel, 
schneidet also die Ebene P in einer mit der Tangente des 
Kreises 0^ im Punkte X parallelen Geraden. Diese Schnitt- 
linie aber ist UV, Man denke sich namlich die Kugel mit 
der Ebene XO^Z geschnitten; es wird ein Kreis vom Durch- 
messer XZ entstehen, weil der Winkel XO^'Z ein rechter ist. 
Der orthogonal -symmetrische Punkt von 0''in Bezug auf XZ 
liegt auf dem Schnittkreise der Ebene XO^'Z, also liberhaupt 
auch auf der KugeL Er hat mit 0^ denselben Abstand von 
X, liegt also auch auf |l Die aus 0'' auf XZ gefallte Senk- 
rechte ist eine Sehne des Kreises §^ und als solche in der 
Ebene des Kreises gelegen. Sie schneidet die Ebene P im 
Punkte F Dieser Puntt F liegt also in der Ebene des Kreises 
1^ und somit auch in der Schnittlinie dieser Ebene mit P. 
Diese Eigenschaft des Punktes F erfiillt nun auch der Punkt 
U, Somit schneidet die Ebene des Kreises |^ die Ebene P 
in der Geraden UVy und es ist diese Linie TJV parallel mit 
der Tangente an 0^ im Punkte X. — Da nun die Ebene des 
Kreises g^ die Ebene P in TJVj die Kugel aber die Ebene P 
in dem Kreise 0^ schneidet, so folgt, dass die gemeinsamen 
Schnittpunkte von TJV und 6^ auf |^ liegen. Sie sind die Punkte 
Xj, Xg, welche mit 0^ denselben Abstand von X haben, also 
auf dem Axenkreise x^ liegen miissen. — Fur die Punkte Yj, 
Fg benutze man den Kugelkreis if durch O*", der in Y sein 
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spharisches Zentriim hat. (Seine mit |^ gemeinsame Sehne liegt 
in der Geraden '"?/.) Seine Ebene geht durch U und W, u.s.f. — 
Aucli diese Punkte X^, Xg, Fj,... sind samtlich reell. Denn 
fiir das spitzwinklige Dreieck XYZ miissen die Verbindungs- 
linien der drei Holienfusspunkte den dem Dreiecke um- 
schriebenen Kreis notwendig schneiden, weil jene Punkte im 
Innern des Kreises liegen. 

(Ohne Rdcksicht auf die Anwendung mag noch folgende 
Eigenscliaft der Figur liervorgehoben werden. Neben |^, iff 
besteht noch ein Kreis ^ vom Zentmm Z, der ebenfalls durch 
0** geht. Die Ebenen dieser drei Kreise |^, iffy g^ schneiden 
sich in den drei Geraden Q^Uy O^Vy 0''Wy welche sich auf 
die Ebene P orthogonal als NUy NVy NW projizieren. Die 
drei Tangentialebenen der Kugel in X, Y, Z schneiden sich 
in drei mit O^Uy O^'Vy O*"!^ parallelen Geraden, welche P in 
den Schnittpunkten von je zwei jener drei Tangenten an o^ in 
Xy Yy Z schneiden. Der Schnittpunkt der drei Tangential- 
ebenen liegt in der aus dem Kugelmittelpunkt auf die Ebene 
P gefallten Senkrechten, welche P im Zentrum M des Kreises 
0^ triflFt. Also ist M die Orthogonalprojektion des Schnittpunktes 
der drei Tangentialebenen. Seine Verbindungslinien mit den 
Ecken des o^ umschriebenen Dreiecks, mit X,Y, Z als Beruhr- 
ungspunkten, sind mit den Hohen des Spurendreiecks parallel.) 

Fiir die Konstruktion der Axenkreise x^, y^y z^ ergeben 
sich aus vorstehendem folgende Satze: Zwei Axenkreise 
schneiden sich (rechtwinklig) auf der zu der Verbin- 
dungslinie der Zentra als Dreiecksseite gehorigen 
Hohe und zugleich auf dem Kreise, welcher diese 
Dreiecksseite zum Durchmesser hat. Jeder Axen- 
kreis und die Verbindungslinie der Hohenfusspunkte 
auf den vom Zentrum ausgehenden Dreiecksseiten 
schneiden aus den dem Spurendreiecke umschriebenen 
Kreise dieselben beiden Punkte. 

17. Durch sein Spurendreieck XYZ ist das orthogonale 
Trieder O^XYZ voUig bestimmt. Der Hohenschnitt lH des 
Spurendreiecks ist die Orthogonalprojektion des Scheitels auf 
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die Ebene dieses Dreiecks. Der beziigliche Abstand O^N soil 
in Zukunft als die Distanz d bezeichnet werden. Sctlagt 
man um N einen Kreis d? vom Radius d, so soil er fortan 
der Distanzkreis (des Trieders in P) heissen. 



Fig. 31, 




Sind die Axenkreise x^^ y^, z^ gefunden, so findet man den 
Distanzkreis als denjenigen Kreis, welclier von den 
Axenkreisen im Durchmesser geschnitten wird. Dreht 
man namlich das bei N rechtwinklige Dreieek 0''NX um die 
in P liegende Katliete NX in die Ebene P hinein, so gelangt 
0^ nach E oder F (Fig. 31). Weil alsdann XE^XO^^XF, 
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so liegen E und F auf dem Axenkreise x^. Da ferner NE =« NF 
= rf, so sind E und F aucli auf d^ gelegen. Dabei ist EF 
ein Durchmesser des Distanzkreises. — Dasselbe Beweis- 
verfahren gilt auch bezuglich der Schnittpunkte des' Distanz- 
kreises mit den ubrigen Axenkreisen. — Das Dreieck XO^'W 
ist bei 0'' rechtwinklig, denh die Axe ZO** und die Ebene 
aus 0'' nacli p, sind in recbtwinkliger Lage. Wird dieses 
Dreieck um XTFherabgeklappt, so entsteht XEW oder XFW. 
Es folgt so/ dass die Punkte E und F auf dem Kreise liegen, 
welcher die Hohe XW zum Durcbmesser hat. Die Axen- 
kreise und die fiber den Hohen des Spurendreiecks 
als Durchmesser konstruierten Kreise schneiden den 
Distanzkreis in denselben Punktepaaren. Die Benutzung 
dieser Hilfskreise von den Durchmessem ZfJ, YF, X W liefert 
die bequemste Konstruktion der Distanz. In der Regel wird 
spater der Kreis iiber ZU mit der Parallelen aus N zu p^ ge- 
schnitten werden. Diese Schnittpunkte hal^en von N die Ent- 
fernung d. 

(Wenn man die Ebene x^'y'' oder {xyY um p^ umlegt, so 
gelangt 0** nach U^ oder C/g. Bei einer anderen Umlegung, 
namlich um ZNU^ gelangt O*" nach (Z\ oder {Z)^. Es folgt, 
dass L\j U^-i {Z\j {Z\ auf einem Kreise liegen, dessen Zentrum 
in U liegt. \UU^^ Z/C/g, U{Z\, U{Z\ sind die vier Umlegungen 
der Strecke UO"^, bezuglich um XUY und um UNZ ausgefuhrt.] 
Der mit dem Radius VIJ^ oder JJU^ um U beschriebene 
Kreis schneidet den Distanzkreis im Durchmesser. 
Dieselbe Eigenschaft kommt auch den Kreisen fiber Fj Fg und 
fiber W^ W^ zu.) 

18. Das orthogonale Trieder O^x^'y^'z'' sei durch sein Spuren- 
dreieck XYZ in P gegeben. Der Hohenschnitt N und der 
Distanzkreis d^ seien konstruiert worden. 

Eine beliebige Gerade durch den Scheitel 0** des Trieders, 
welche P in schneiden mag, erzeugt eine Normalebene N, 
durch 0*" gelegt, welche s'amtliche in O*" auf 0*^0 errichteten 
Senkrechten enthalt. Es soil die Spur n der Ebene N in P 
konstruiert werden. 
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Wie in Fig. 32 kann man zu diesem Zwecke ON ziehen, 
ferner den dazu senkrechten Radius JV(0'') des Distanzkreises ; 
das in (0**) auf der Verbindungslinie mit errichtete Perpen- 
dikel schneide ON m 91. Darauf ist die in 91 auf ON er- 
richtete Senkrechte die verlangte Spur n der Ebene N. 

yig. 32. 




Diese Normalenspur n zu der gegebenen Richtung 0^0 
sclineidet|)i,j92,^g beztiglicli in Pi^PajPj, welche Punkte nun- 
mehr einzebi konstruiert werden soUen. Um P^ zu finden, bat 
man einfach aus N auf OZ eine Senkrechte zu fallen, ihr Schnitt 
mit Pi wird P^ sein. Ebenso liegen bezuglich Pg, Pg auf den 
Senkrechten aus N auf OY und OX. — Der Beweis, etwa 
beztiglich P^, ist in folgender Weise zu ftthren. Die Normal- 
ebene, in 0** zu O^Z errichtet, hat die Spur p-^ und es soil 
n die Spur der in 0'' zu O**© errichteten Normalebene sein. 
Dann muss die Schnittlinie O^F^^ der beiden Normalebeneu 
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0''i\y 0*^n auf der Ebene O^ZO senkrecht stehen und die 
Orthogonalprojektion JV^P, der Schnittlinie auf der Spur OZy 
iiberall in Bezug auf P als Bildebene. — Diese Konstruktion 
giebt die Spur n der Normalebene ohne Benutzung des Distauz- 
kreises. Auch ist sie direkt umkehrbar. (Diese umkebrbare 
Beziehung zwischen dem Punkte und der Geraden n ist 
diejenige der Polarreciprozitat mit Bezug auf den imaginaren 
Kreis vom Zentrum N und vom Radius dV^-- 1) 



Dritter Teil. 
Die orthogonale Axonometrie. 



19. Die Axonometrie ist aus dem Bediirfnisse hervor- 
gegangen, ein in Orthogonalprojektion durch Grund-, Auf- 
und Seitenriss dargestelltes Objekt auf eine beliebige Ebene 
des Raumes durch Parallelprojektion abzubilden. Die ursprung- 
lichen drei Bildebenen haben namlich zu dem Objekte eine 
spezielle Lage, wobei gewisse Linien und Flachen, die am 
Objekte vorzugsweise vorzukommen pflegen, sich als blosse 
Punkte, beztiglich Linien, projizieren. Wahrenddem die drei 
Hauptlagen der raumlichen ebenen Flachen, namlich parallel 
mit den Projektionsebenen, sich einzeln in wahrer Grosse und 
Gestalt projizieren, ist der am Korper vorhandene Zusammen- 
hang derselben gar nicht zur Darstellung gelangt.* 

Indem man nun das Objekt auf eine Ebene, die zu dem 
Objekte eine ganz willkiirliche Lage hat, parallel projiziert, 
wird man erreichen konnen, dass in dem entstehenden Bilde 
alle Kanten und Flachen als ebensolche auftreten. 

Die direkte Konstruktion dieses neuen Bildes aus den 
urspriinglichen Rissen bietet vor allem den grossen Nachteil, 



* Haufig wird deshalb den Rissen eine perspektive Ansicht bei- 
gefiigt. 
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class die neue Bildebene zu der Zeichnungsflache (der Grand 
rissebene) eine schiefe Lage hat; um das Bild in der Zeich- 
nungsflache liegend zu erhalten, sind somit Drehungen not- 
wendig. Dieses Verfahren wurde zunachst fiir die Orthogonal- 
projektion auf jene einzelne Ebene in folgenderWeise abgekurzt. 
Die rechtwinkligen Koordinaten der Raumpunkte in Bezug auf 
die urspriingKchen Projektionsebenen als Koordinatenebenen 
projizieren sich als drei Systeme paralleler Linien von je gleicher 
Verkiirzung. Man studiere deshalb den Zusammenhang zwischen 
den Bildern der Koordinatenaxen* in der neuen Ebene und 
den Neigungswinkeln der Axen mit dieser Ebene. Die Cosinus 
dieser Winkel sind die beziiglichen Verkiirzungsverhaltnisse. 
Darauf verzeichne man jene Axenbilder in der Zeichnungs- 
flache und trage die einzelnen Punkte mit Hilfe der ver- 
kiirzten (reduzierten) Koordinaten ein. Dementsprechend be- 
zeichnet man nach Pohlke die Axonometrie als „die Methode, 
die Projektion eines Raumgebildes aus den Projektionen der 
Koordinaten seiner Punkte herzuleiten". — Es zeigte sich, 
wie hier ebenfalls nachgewiesen werden soil, dass man das 
Bild des Axensystems willkiirlich wahlen kann, indem sich 
daraus die Verkiirzungsverhaltnisse bestimmen lassen, und dass 
umgekehrt durch die Verhaltnisse der Verkiirzungsverhaltnisse, 
die man ebenfalls willkiirlich festsetzen kann, die gegenseitige 
Lage der Axenprojektionen bestimmt ist, u. s. f. 

Wenn die raumliche Axe x^ zu der Bildebene P unter 
dem Winkel a geneigt ist, so wird eine auf x'' abgetragene 
Strecke e sich von der Lange e^^e.cosa projizieren. Um 
Cj. aus e und a zu konstruieren, wird man die auf dem End- 
schenkel des irgendwo ii\ der Zeichnungsflache verzeichneten 
Winkels a abgemessene Strecke e auf den Anfangsschenkel 
orthogonal projizieren. Die Projektion wird Cx sein. Die 
Umkehrung dieser Konstruktion liefert e, wenn €x und a be- 
kannt sind. Diese Konstruktion iiberhaupt kann als die 



* Die Koordinatenaxen sind die Schnittlinien jener drei recht- 
winkligen Koordinatenebenen; sie soUen zusammen das Axensystem 
genannt werden. 
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Zeichnung des Massstabes jener Axe aufgefasst werden. Da 
im allgemeinen jede Axe einen besonderen Neigungswinkel 
(a, /S, y fur x^y y'', z^^ zu der Bildebene hat, so wird man 
jeweilen drei solcher Massstabe nebeneinander benutzen, wenn 
man das axonometrische Bild des Objektes aus den Koordi- 
naten seiner Punkte zeichnen will. 

Da man, wie bereits angegeben wurde, mit Hilfe jener 
Massstabe zu Strecken des Bildes, deren Originale den Pro- 
jektionsaxen parallel sind, die Originallangen ermitteln kann, 
so bietet nun das axonometrische Bild auch noch den Vorteil 
der Moglichkeit, solche Abmessungen in den Axenrichtungen 
dem Bilde entnehmen zu konnen. 

Uber die Schranken bei der Herstellung des Bildes, welche 
durch die Voraussetzung einer Orthogonalprojektion be- 
dingt sind, hat man sich oft zum Teil hinweggesetzt. Auf 
drei beliebig gewahlten Axenbildern hat man die Originallangen 
der beziiglichen raumlichen Koordinaten selbst oder willkiir- 
liche, unabhangige Verkiirzungen derselben abgetragen, Auch 
in dieser Weise erhalt man erfahrungsgemass mehr oder weniger 
gute Bilder, welche in sebr bequemer Weise die Abmessungen 
von Strecken in den Axenrichtungen gestatten. Bei technischen 
Zeichnungen bilden sie ein sehr bequemes Mittel fiir eine rasch 
auszufiihrende ubersichtliche Darstellmig. Oflfenbar handelt es 
sich hierbei keineswegs um eine Orthogonalprojektion des 
gegebenen Objektes oder einer ahnlichen Vergrosserung des- 
selben, sondem, wie zuerst Pohlke, Schwarz und Reye* be- 
wiesen haben, um eine schiefe Parallelprojektion einer 
dem Objekte ahnlichen Raumfigur. — Man unterscheidet somit 
zwischen der erstgenannten orthogonalen Projektion, der 
orthogonalen Axonometrie und dieser schiefen Parallel- 
projektion, der schiefen Axonometrie. 

Neben dem „axonometrischen Bilde" werden fur ortho- 
gonale wie fur schiefe Axonometrie haufig die sogenannten 

* Schwarz: Elementarer Beweis des Pohlke'schen Satzes. Crelle's 
Journal LXIII, 1864. 

Reye: Beweis von Pohlke's Fundamentalsatz. Zilricher Viertel- 
jahrschrifb, 1866. 
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axonometrisclien Risse mitkonstruiert. Letztere sind fur 
beide Falle die Projektionen der drei Risse in den drei Ko- 
ordinatenebenen auf die neueingefuhrte Bildebene P und mit 
der fur das Objekt gewahlten Projektionsrichtung. 

Jeder Punkt des Raumes veranlasst nun im ganzen vier 
Bilder: Das axonometrische Bild und beziiglich den axono- 
metrischen Grund-, Auf- und Seitenriss. Indem man das 
projizierende Parallelepiped des Raumpunktes in Bezug auf 
die drei rechtwinkligen Projektionsebenen mitprojiziert, findet 
man die einfacben Beziehungen zwischen seinen vier Bildem 
in P. — Fiir die Raumgerade erhalt man ebenfalls vier Bilder, 
dazu die Bilder der drei Spurpunkte, u. s.f. — Die Beziehungen 
zwischen diesen Bildern und „Spuren'^ fur Punkt, Gerade und 
Ebene werden als bekannt vorausgesetzt, ebenso die elemen- 
taren Konstruktionen, welche sich auf die Darstellung von 
Gruppen dieser Elemente, sei es in vereinigter oder in paral- 
leler Lage, beziehen. 

In der Regel wird es geniigen, dass man sich auf das 
axonometrische Bild und einen der axonometrischen Risse (es 
soil spater gewohnlich der Grundriss diesen Vorzug erhalten), 
oder auf zwei Risse beschrankt. Fiir Ebenen wird man die 
Bilder aller drei Spuren im wesentlichen gleichmassig benutzen. 

Handelt es sich um eine bestimmte „ axonometrische Dar- 
stellung" eines Objektes durch seine genannten vier Bilder 
in P, wobei namentlich auch die Projektionsrichtung bekannt 
sein soil, so muss man offenbar die geometrischen Konstruk- 
tionen, die man am Objekte ausgefiihrt denkt, in der Bild- 
ebene allein vollstandig darstellen konnen. Herr Pelz,* der 
diesen Versuch zuerst gemacht hat, beschrankt sich auf die 
orthogonale Axonometrie, und auch diese Durchfiihrung kann 
keinen Anspruch auf VoUstandigkeit machen. Ferner sind 
die Resultate zumeist in einer Form hergeleitet, welche das 
Wesen dieser Konstruktionen als nicht einfacher Natur er- 
scheinen lasst, was wiederum ihre Anwendung miihsam 
macht. 



♦ Wiener Sitzungsberichte, LXXXI, 1880; LXXXIII, 1881. 
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20. Drei rechtwinklige Projektionsebenen des -Raumes, 
alle durch den Scheitel 0** gehend, mogen sicli in den drei 
Axen x^,y''j z^ schneiden. Die Orthogonalprojektionen irgend 
eines Objektes beziiglich auf die Koordinatenebenen x'^y^j 
x^'z^'y y^'z^ nennt man Grund-, Auf- und Seitenriss (oder 
die 1., 2., 3. Projektion). Hierauf werden das Objekt nnd jene 
drei Bisse auf die Bildebene P orthogonal projiziert. Es 
entstehen das axonometrische Bild und die drei axono- 
metrischen Bisse des Objektes, welehe zusammen die vier 
axonometrischen Bilder genannt werden soUen. 

Ein Punkt A'' (oder Ar) des Eaumes und seine Bisse Al^ 
Ar, Al" projizieren sich hierbei bezuglich als die Punkte -4; 
A' J A!\ A"^ in der Ebene P. Die Gerade g*" mit ibren raum- 
licben Bissen und Spuren ^f/^^oS'r"; ^[9 S%7 ^l veranlasst die 
Bilder g] g\ g^\ 51'" und S{, Sf, S§ in der Ebene P. Endlich 
soUen 5i, s^y s^ die Bilder der Spuren s[, sj, sj einer Ebene 
sein. — Dass nicht immer alle axonometrischen Bilder beruck- 
sichtigt werden, ist bereits hervorgehoben worden. Beispiels- 
weise geniigt fiir einen Punkt die Angabe des Bildes A und 
des Grundrisses A'. Dadurch sind -4' ^ A"^ bestimmt, also auch 
A'rj Ary Ar' uud auch A''y sobald es sich um einen bestimmten 
Fall der orthogonalen Axonometrie handelt. Man darf somit, 
wie in Zukunft oft geschehen soil, von den Punkten Ay -4'; 
Sy 2?'; ..., von den Geraden a, a'; 6, 6'; ... sprechen; es sind 
damit die betreflfenden Elemente durch die Angabe dieser 
Bilder geniigend bezeichnet. Haufig wird man sogar, um ein 
Element (Punkt, Gerade) zu bezeichnen, einfach nur dessen 
axonometrisches Bild nennen, P an Stelle von P, P', beziig- 
lich von P; P', P", P'", u.s.f.— Die Bilder der raumlichen Axen 
^^ y^ ^'^ werden mit x^ y, z bezeichnet und, abweichend von 
der gewohnlichen Begel das Bild des Scheitels 0*' mit N 
(Normalenfusspunkt). 

Das Objekt und den Baum iiberhaupt denkt man sich in 
starrer Verbindung mit dem Systeme 0'' . x^'y^'z''. Die raum- 
liche Lage dieses eben genannten Axensystems sei bekannt. 
Von Elementen, die in P durch die geniigende Anzahl von 
Bildern bestimmt werden, kSnnen leicht die rlium lichen Lagen 
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der Originale aufgefunden werden, und es ist hier uberhaupt 
der tJbergang vom Objekt zu der axonometrischen Darstellung, 
und umgekehrt, ein durchaus eindeutiger. Hieran wird im 
wesentlichen nichts verandert, wenn das System O^.x^y^z^ 
und damit das Objekt in der Projektionsrichtung beliebig ver- 
schoben werden, die Ebene P aber festbleibt. Hierbei bleiben 
die Bilder in P unverandert, aber das Spurendreieck XYZ 
(Nr. 16) andert sich. Seine Ecken bleiben in den Bildem 
Xy y, z der Axen. Solche Spurendreiecke X FZ, X^ Y^ Z^, Xg Y^ Zg, . . . 
sind ahnlich und in perspektiver Lage (ahnlich und ahn- 
lich gelegen). In demselben Masse, in welchem sich die linearen 
Dimensionen (Seiten, Hohen etc.) der Spurendreiecke andem, 
verandert sich auch die Distanz (Nr. 17). Die zugehorigen 
Tetraeder O'-XYZ, 0\KJ[^Z^,... sind ahnlich. 

Bei dieser Betrachtung ist es nun aber gleichgiltig, ob 
das raumliche Axensystem verschoben und P festgehalten wird, 
oder ob das Axensystem festbleibt und P die entgegengesetzte 
Bewegung ausfuhrt. Man hat nur nach der Verschiebung 
von P (in die Lagen P^, P2, •••) jedesmal die neuen Bilder 
wieder auf die ursprtingliche Projektionsebene orthogonal zu 
projizieren, so andern sich diese Bilder ebenfalls nicht. Auch 
hier andern sich die Spurendreiecke in der vorhin angegebenen 
Weise und es verhalten sich namentlich ihre linearen Dimen- 
sionen zu einander wie die zugehorigen Distanzen. — Gelangt 
P durch diese Parallelverschiebung successive nach Pi, P2, •••, 
so geht die Distanz beztiglich tiber in dj, ^2; ••• ^^ Distanz 
wird zu Null fiir die durch 0'' gelegte Ebene Pq. Das Bild 
des Spurendreiecks dieser Ebene reduziert sich auf die durch 
den Punkt K zu i>i, i>2)i^3 gezogenen Parallelen i>J, i^J, i)^. 
Die Benutzung der Ebene P^^ an Stelle einer der Ebenen P^, Pg, ... 
neben der Zeichnungsflache P bietet oft mancherlei Vorteil. 

Auf ganz anderer Stufe stehen die beliebigen Verschieb- 
ungen (Transformationen) des raumlichen Axensystems und 
die dementsprechenden seines Bildes. Es soil spater bei 
einigen Aufgaben von Parallelverschiebungen des Axensystems 
Gebrauch gemacht werden, wobei der Scheitel 0^ nach einem 
bestimmten Punkte des Raumes verschoben wird. 
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21. Neben der Zeichnungsflache werden alle zu ihr pa- 
rallelen Ebenen P, Pq, Pi,... ebenfalls als Bildebenen be- 
trachtet und es ist gleichgiltig, welche dieser Ebenen als die 
Zeichnungsflache angesehen wird. Fig. 33 enthalt die Bilder 
der Spurendreiecke von einigen dieser Ebenen. Die Ecken 




sind mit Xj, Y^y Z^-^ X^, Y^j Z^'^ ... und die Seiten mit p\y pi, 
pI] P\j pI) pI] "' bezeichnet. Die ersten Spuren p], pj, Ply -- - 
stehen auf dem' Bilde senkrecht, die zweiten Spuren p^, pl^ 
ply . . . auf y und die dritten pi, p\^ P21 • • • ^^ ^' 

Um die gegenseitigen (senkrechten) Abstande dieser 
Ebenen Pq, Pj, P2,... zu finden, wird man die zugehorigen 
Distanzen konstruieren. Dabei darf man diese Ebenen der 
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Reihe nach als mit der Zeichnungsflache zusammenfallend 
denken, zunachst also Pj oder die Ebeue X^Y^Zi. D,er fiber 
Z^ C/j als Durchmesser beschriebene Kreis schneidet p[ in D^ 
und in seinem orthogonal -symmetrischen Punkte in Bezug 
auf (Nr. 17). Darauf ist ND^ « d^ die Distanz der Ebene 
Pj, namlich ihr senkrechter Abstand vom Scheitel 0'', — In 
gleicher Weise wurde man diese Distanzpunkte D^ fiir P^, 
2)3 fiir P3, ... konstruieren konnen. Fur Pq fallt D^ in iV^ und 
ist d^^ = 0. 

Damit die Benutzung dieser Distanzpunkte in einfacher 
und eindeutiger Weise vor sich gehen kann, ist folgende Aus- 
einandersetzung notig. Die Ebene Pj hat, wie bereits erwahnt, 
in pJ den Distanzpunkt D^ , daneben noch einen zweiten auf 
der entgegengesetzten Seite von N, Bezeichnet man ihn mit 
Dj*, so konnte man in gleicher Weise ND^^ oder ND^* als 
Distanz der Ebene P^ betrachten (und so weiter fiir alle 
Ebenen P). Diese Distanzen sind entgegengesetzt gleich. Das 
hangt damit zusammen, dass der raumliche Scheitel 0^ jedes- 
mal um die Distanz iiber oder unter N liegend gedacht werden 
kann; die raumlichen Axen konnen in jeder solchen Zeichuung 
von X, Yj Z aus nach oben oder nach unten zusammenlaufend 
gedacht werden. (Uber die Wirkung in Bezug auf das Bild 
vergleiche Nr. 47). Angesichts dieser doppelten Moglichkeit 
wird man sich fiir die eine oder die andere Annahme ent- 
schliessen. Ebenso wird man von jenen symmetrischen Distanz- 
punkten in pJ je nur den einen wahlen und iiber den Strecken 
Z^U^j Z^U^j ,,.^ wie in Fig., je nur den einen Halbkreis 
verzeichnen. Die Auswahl ist sehr leicht zu treffen, denn es 
werden jetzt die Linien ViD^j t^aA; ^^3^3 7 • • samtlich pa- 
rallel (ebenso wie Z^JD^j Z^D^, .,,, u. s. f.). Aile die Bogen 
(Halbkreise) U^D^Z^y U^D^Z^y.,, haben jetzt iibereinstim- 
menden Sinn (in Fig. denjenigen des Uhrzeigers). — Die 
Halbkreise fur Spurendreiecke, welche auf derselben Seite von 
0'' aus liegen (wie in Fig. fiir P^ und Pg) haben iV^zum ausseren 
Ahnlichkeitspunkte. Zwei Halbkreise, die zu Ebenen P gehoren, 
die auf verschiedener Seite von 0^ aus gelegen sind (wie in 
Fig. zu Pj und P3) haben N zum inneren Ahnlichkeitspunkt. 
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Sind die Distanzpunkte (in p^) in dieser Weise konstruiert 
worden, so findet zudem folgendes statt. Man denke sich die 
Ebenen Pq, P^, Pg, ... mit der Geraden 0''N geschnitten, dann 
0''N um O*" gedreht, bis sie parallel mit j)J za liegen kommt, 
so werden sich die so gedrehten Schnittpunkte mit P^, P^, Pg,... 
genau in Dq — ^, /)i, Dg, . . . projizieren. AUgemein gilt somit 
die Regel, dass die so konstruierten Distanzpunkte D,-, Djt 
zweier Ebenen P,, P^t voneinander um den Abstand dieser 
Ebenen entfernt sind. Die Abstande zwischen den Di- 
stanzpunkten stimmen mit den Abstanden zwischen 
den zugehorigen Bildebenen nach Sinn und Grosse 
lib e rein. Die Entfemung DiDk der Distanzpunkte irgend 
zweier Bildebenen P,-, P^ mag man die diesbeziigliche Zwischen- 
distanz d,-, ^ nennen. Die Reihe der Distanzpunkte liefert 
auch alle Zwischendistanzen in eindeutiger Weise. 

Dass diese Distanzpunkte der Bildebenen P gerade in p^ 
konstruiert werden, ist nebensachlich. Man konnte sie in p^ 
oder in p^ in ebenso einfacher Weise verzeichnen. Schliess- 
lich liegen alle Distanzpunkte D und D* einer der Ebenen 
P auf ihrem Distanzkreise d^ vom Zentrum N, 

Anmerkung. Es kann vorkommen, dass die Hohen 
UZ der Spurendreiecke sehr gross sind, namlich wenn x 
und y nahezu auf e senkrecht stehen. Um dennoch die 
Distanz ND bei unzuganglichem Punkte Z zu finden, ziehe 
man aus der Mitte von UX eine Parallele zu p^ (oder aus 
der Mitte von VY eine Parallele zu p^), bis z geschnitten 
wird. Dort ist das Zentrum des Kreisbogens VDZ, — Im 
allgemeinen braucht die Konstruktion des Distanzpunktes 
nur fiir eine Ebene P gemacht zu werden; die Distanz- 
punkte aller ubrigen Ebenen P ergeben sich daraus durch 
das Ziehen von Parallelen. 

22. Indem man in der Regel den axonometrischen Grund- 
riss den ubrigen Rissen vorzieht, hat man nun vor allem die 
Grundrisse der eben behandelten Bildebenenspuren aufzusuchen. 
Offenbar liegen die ersten Spuren raumlich in der Ebene 
x^y'^y weshalb die Linien ^J, jp}, pj, ... mit ihren Grundrissen 

Weiler, Neue Behandlung der Parallelprojektionon. 5 
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zusammenfallen. Weil ebenso die Originale der zweiten Spuren 
P27 pIi Plf" ^^ ^®^ Aufrissebene x''z'' liegen, so mussen ihre 
Grundrisse in der Axe a;'* und die Bilder der Grrmdrisse also 
in X liegen. Endlich sind die axonometrischen Grundrisse 
der dritten Spuren ^J, |)J, p1> • • • samtlich in der Axe y. (Die 
dementsprechende Bestimmung der axonometrisclien zweiten 
und dritten Risse dieser Bildebenenspuren geschieht nach 
demselben Verfahren.) 

Hieran anschliessend ist es leicht^ das Spurendreieck der 
durch einen Punkt -4, A' gehenden Bildebene zu verzeichnen. 




Legt man (Pig. 34) durch ^ und A' die Senkrechten 1, 1' 
zum Bilde 0^ so erhalt man die Darstellung einer Geraden in 
der Ebene P, parallel zu deren ersten Spur pj^. Die (im Bilde) 
durch die zweite Spur dieser Geraden zu y gezogene Senk- 
rechte ist ^2 ^^^ die durch die dritte Spur senkrecht zu x 
gezogene Gerade wird p^ sein. Der Schnittpunkt von p^ mit 
X und der Schnitt von p^ mit y liegen auf p^^. — Ebenso 
kann man das axonometrische Bild 2 und den axonometrischen 
Grundriss 2' der zweiten Spurparallelen benutzen, oder end- 
lich 3 durch A (senkrecht zu x) und 3' durch A^ (parallel 
zu y) fiir eine dritte Spurparallele. — Diese drei Hilfslinien 
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werden spater in derselben Bedeutung und Bezeichnung wieder- 
kehren. 

23. Als erste Fundamentalaufgabe soil die Umlegung 
der Geraden in irgend eine Bildebene behandelt werden. 

Fig. 35. 




Die Aufgabe, die Distanz zweier Punkte -4, '; B,B' zu finden^ 
ist darin enthalten. 

In Pig. 35 sind auf der Geraden g^ g^ irgend zwei Punkte 
Aj A^ und B^ B' gewahlt. Es seien P^, P2 die durch sie 
gehenden Bildebenen und Dj, Dg ihre Distanzpunkte. Tragt 
man die Distanzen ND^^ ND^ in A^ B rechtwinklig zu g auf, 

6* 
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SO entstehen {A\^ (-S)o? ^^^ Umlegungen der Punkte Ay B in 
die Bildebene Pq. Zur einfachen Erklarung denke man, es sei 
Pq die Zeichnungsflache , es liegen dann J.'*, B^ bezuglich um 
die Distanzen ND^^ ND^ vertikal iiber ihren Bildern A^ B 
und sie gelangen bei der Umlegung (Umklappung des Tra- 
pez^s ABB'^A'' um AB in Pq) in der That nach {A^, (B)q. — 
Die Verbindungslinie von {A)^ mit {B\ ist die in Pq um- 
gelegte Gerade {g)^^ oder streng genommen, das Bild dieser 
Umlegung, weil die Ebene P^ nur ganz voruber^ehend als 
mit der Zeichnungsflache zusammenfallend Vorausgesetzt wurde. 
Weiterhin ist der von {g)^ mit g gebildete Winkel (/3) die 
Umlegung des Neigungswinkels der Originalgeraden g"^ 
mit den Bildebenen. 

Der Schnittpunkt Q^ von \g)^ mit g ist bei der Umlegung 
der Geraden augenscheinlich festgeblieben. Es ist dies der 
Spurpunkt der Geraden ^'' in der Ebene Pq. In Fig. ist an- 
gegeben, wie diese Spur im voraus gefunden wird. Die 
horizontal projizierende (mit z^ parallele) Ebene der Geraden 
g^ hat ^1 *= ^'; ^2 zu Bildern der ersten und zweiten Spur. 
Schneidet man m^ mit 'g\ und m^ mit pj, so entsteht als Ver- 
bindungslinie m^ das Bild der Schnittlinie der genannten Ebene 
mit Pq. Diese Linie m^ muss durch Gf^ gehen. 

In Fig. 35 ist 8^ der erste (axonometrische) Spurpunkt 
der Geraden g. In ihm schneiden sich g und g\ Die erste 
Spur der durch S\ gehenden Bildebene ist die durch S^ ge- 
zogene Senkrechte auf z. Sie schneidet z in Ug. Durch das 
Ziehen der Parallelen C/gDg zu ?7iDi findet man ,2)3 auf |)J. 
In S^ hat man endlich ^Dg rechtwinklig an g abzutragen, 
um die Umlegung {S^^ zu erhalten. — Dass hier z. B. l^B^ 
und ^2)3 ungleichen Sinn haben, bedeutet, dass die Punkte 
At und S\ auf entgegengesetzten Seiten von P^ liegen. Bei 
der Umlegung von g"^ \n.P^ sind deshalb die Distanzen dieser 
Punkte (von der Ebene Pq gleich den Distanzeil der Bildebenen 
Pj, P3) nach entgegengesetzten Seiten bezuglich g abzutragen. 

Fig. 35 enthalt des weiteren die Umlegung {A)^B der 
Strecke A'^B'' in die durch B gehende Ebene Pg. Um {A)^ 
zu erhalten, hat man einfach die Zwischendistanz D2A ^^ ^ 
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rechtwinklig zu g abzutragen. Denn es ist die Distanz zweier 
Punkte gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, 
dessen eine Kathete die Orthogonalprojektion der Strecke und 
dessen andere Kathete deni Abstande der durch die beiden 
Endpunkte gehenden Bildebenen gleich ist. 

Ebenso kann man die Gerade g"" in die beliebige 
Bildebene P vom Distanzpunkte B umlegen. Liegen 
namlich die Punkte 6r[, Gf^, 6rJ, ... der Geraden in den Bild- 
ebenen von den Distanzpunkten D^^ D^, D^, ...^ so hat man 
beziiglich in den 
Bildpunkten G^^G^^ 
Crg, . . . rechtwinklig 
zu g die Zwischen- 

distanzenDDi, DDg? 
2)2)3, • • • auf zutragen 
und zwar nach je 
gleichem oder ent- 

gegengesetztem 
Sinn, je nachdem 
die Zwischendistan- 
zen gleichen oder 
entgegengesetzten Sinn haben (s. Fig. 36). Die Endpunkte der 
so abgetragenen Strecken sind die (Bilder der) Umlegungen 
(6?,), (<?2), .. . der Punkte Gj, Gfj, ... in die Ebene P. Selbst- 
verstlindlich sind hierbei die Reihen 2), Dj , Dg , . . ; G, (tj , (t2, . . . 
und Gj ((?i), (6?2), ... ahnlich. 

Fig. 37 (S.70) stellt die Bestimmung der wahren Lange einer 
Strecke A*'B'' und des Winkels fi^ ihres Tragers mit den Bild- 
ebenen dar. Das Axensystem 0*'.x^y^z*' vom Bilde N.xyz^ 
auf welches beide Punkte A^ J.'; B, B^ bezogen sind, ist so 
parallel verschoben worden, dass der Scheitel nach A gelangt. 
Es andert sich hierdurch der Grundriss der Geraden, welcher 
in die damit parallele und gleiche Linie AB'* iibergeht. Das 
neue Axenbild ist A ,x*y* 0*. In Pig. hat man die durch 
B,B^* gehende Bildebene^ bezogen auf das verschobene Axen- 
system, gelegt und deren Distanzpunkt D bestimmt. Bringt 
man die Distanz AB nach A{A) in die senkrechte Lage zu 
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ABj so sind {A) die Umlegung von A und {A)B -= (g) die 
Umlegung des Tragers der Strecke in die durch B (eigent- 
lich B '') gehende Bildebene. Weiter ist {A)B die walire Lange 
der Stre ke A^'B*' und der von (gf) mit g gebildete Winkel (/5) 



Fig. 37. 




ist dem Neigungs winkel des Tragers g^ mit den Bildebenen 
gleich. 

24. Die unbegrenzte Ebene E** des Raumes schneidet 
die drei raumlichen Projektionsebenen in ihren drei Spurlinien 
sj, sj, sj, deren Bilder 5^, s^^ s, in P sich paarweise auf den 
Axen Xj y, z schneiden. Die unbegrenzte Ebene wird durch. 
ihre (axonometrischen) Spuren s^y Sg, s^ dargestellt, wobei die 
Angabe zweier derselben geniigt. 

Schneidet man (Pig. 38, S. 71) diese Ebene Sj, s^^ s^ mit 
der beliebigen Bildebene P {pu p^y Ps)> ^^ entsteht eine mit h 
bezeichuete Linie von den (axonometrischen) Spuren S^, H^, H^. 
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Die Originallinie h^ ist eine in E*" gelegene, den Bildebenen 
parallele Gerade und soil eine Hauptlinie genannt werden. — 
Irgend eine, etwa in P zu A gezogene Senkrechte f ist das 
Bild einer Falllinie /"'*. Die je iinter sich parallelen Haupt- 
linien h^ und Falllinien /*'" schneiden sich sowohl im Originale 
als im Bilde unter rechten Winkeln. Die Neignngswinkel der 




Falllinien /** mit den Bildebenen sind gleieh dem Neignngs- 
winkel a** der Originalebene mit den Bildebenen und die Be- 
stimmung dieses Winkels a ist damit auf eine bereits geloste 
Aufgabe zuriickgefuhrt (Nr. 23). Steht femer eine Gerade g^ 
des Raumes senkrecht auf dieser durch 5^, s^j s^ dargestellten 
Ebene, so fallt ihr Bild g mit dem Bilde einer Falllinie zu- 
sammen. Ihr Neigungswinkel /J'' zu den Bildebenen ist das 
Eomplement des Winkels a*". 

Durch die voUstandige Angabe einer Falllinie ist die 
Ebene bestimmt. Raumlich ist dieses ohne weiteres ein- 
zusehen und es sollen (Fig. 38) in diesem Falle die Spuren 
konstruiert werden. Die gegebene Falllinie sei /*, f\ Durch 
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den beliebig auf ihr gelegenen Punkt P, P' lege man in be- 
kannter Weise (Nr. 22) die Bildebene P vom Spurendreiseit 
Pit P29 Pb' -^i® ^^ ^ gezogene Senkrechte h auf f schneidet 
Pi7P2^P3 ^ ^®^ Spuren H^^ H^^ H^ dieser Hauptlinie. Sind 
nun noch P\, F^^ F^ die Spuren von f, so verbinden die ge- 
suehten Spuren 5,, Sg, 53 je die gleichnamigen Spuren von f 
und h (und schneid( n sicli paarweise auf x, y, z). 



Fig. 31). 




1st die Ebene nicht unbegrenzt, sondern handelt es sich 
um eine begrenzte ebene Figur, so lassen sich die Haupt- 
und Falllinien konstruieren, ohne dass die Spuren benutzt 
werden. In Fig. 39 sei ein Dreieck A^'B^C durch sein Bild 
ABC mit dem Grundrisse A^B'C dargestellt. Durcb die Ecke 
A zieht man die in Nr. 22 erwahnten Parallelen 1, 2, 3 zu 
den Bildebenenspuren imd durch A' deren Grundrisse 1', 2', 3'. 
Alsdann liegen die durch 1, 1'; 2, 2'; 3, 3' reprasentierten Ge- 
raden in der durch die Ecke A^ gelegten Bildebene, deren 
Schnittlinie mit der Ebene des Dreiecks die durch A'' gehende 
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Hauptlinie h'' der letzteren Ebene ist. Projiziert man die 
Schnittpunkte von BC^m mit 1, 2, 3 in der Richtung z auf 
1', 2', 3' und verbindet man die entstehenden Grandrisse, so 
entsteht eine Gerade m\ Sie ist der Grundriss derjenigen 
Geraden, welche in der genannten Bildebene liegt und deren 
Bild in BG fallt. Es werden sich m^ und B^C' in einem 
Punkte jEf' schneiden, zu welchem das Bild H auf m gehort. 
Alsdann ist offenbar AH^hj A!H^^h\ womit die gesuchte 
Hauptlinie dargestellt ist. Legt man in A die Senkrechte f 
zu h^ welche die Seite BC in. F schneiden mag und ist F* 
der zu F gehorende Grundriss in B^G\ so ist durch AF^f 
und A^F^ = f die FalUinie des Punktes A dargestellt. — 
Oflfenbar kann man diese Konstruktion in mehrfacher Weise 
ausfiihren. 

Anmerkung. Die Konstruktion der Haupt- und Fall- 
linien ist dann uberfliissig, wenn die Bilder zweier Geraden 
oder dreier Punkte u. s. f. der Ebene bekannt sind, sowie 
das Bild einer auf der Ebene senkrechten Geraden n*", Dann 
sind die Bilder der Hauptlinien auf n senkrecht, die der 
PalUinien mit n parallel. 

25. In vorangehender Nummer hat man fur jede Ebene 
des Raumes die Haupt- und FalUinien, also die ausgezeichneten 
Rechtwinkelpaare, gefunden. Fiir die Koordinatenebene 
x^'y^'sind die Bilder der Hauptlinien (2?J, jp}, . . .) rechtwinklig zu 
gelegen, die der FalUinien mit parallel. Fiir diese Ebene 
bilden x, y das Bild eines zweiten Rechtwinkelpaares und es 
lassen sich hieraus die Bilder aller Rechtwinkelpaare finden 
(Nr. 3 fig.). Indem man die Bilder der Rechtwinkel- 
paare der Ebene x^'y*' zeichnet, erhalt man ein Hilfs- 
mittel, um Ebenen und Geraden des Raumes in senk- 
rechter Lage darstellen zu konnen. Sind die durch 
Qy g\ .,. dargestellte Gerade g^ und die Ebene E'' (mit 5^, Sg, s^ 
als Spurenbildem) aufeinander senkrecht, so sind („in xy^ 
xZj yz^^ die Paare g\ s^\ g^\ s^'^ g^^\ s^ Bilder von Rechtwinkel- 
paaren. Somit sind hier die Richtungen g\ g'\ g^'' als durch 
die Richtungen 5^, Sg, 53 bestimmt anzusehen und umgekehrt. — 
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Pur die Darstellung von Rechtwinkelpaaren „in xy^^ mag 
folgendes Beispiel erwahnt werden. 

In Fig. 40 seien wieder N, xyz das Bild des Axensy stems 
und PuP^-iPz ^^s Bild des Spurendreiseits irgend einer Bildebene 
P. In xy soil das Bild eiues Rechtwinkelpaares (der Ebene 
x^y^) konstriiiert werden, wobei der eine Strahl g gegeben 
ist, und der andere g^ durch N gezogen werden sdll. — Die 




bekannten beiden Bilder von Rechtwinkelpaaren sind in Fig. 
in gewohnter Weise hervorgehoben worden. — Legt" man 
durch X eine Parallele zu ^f bis P in p^, ebenso eine Paral- 
lele zu 0, welch' letztere die Parallele aus P zu y in © schneidet, 
so muss NQ die gesuchte Linie g^ sein. Denn es sind in dam 
Vierecke XPQN die zwei Gegenseitenpaare PN, X^; XN,- 
PQy somit auch das dritte QN^ XP die Bilder von Recht- 
winkelpaaren (Nr. 3). Da aber XP parallel mit g gezogen 
wurde, so sind endlich auch QN und g gegenilberliegende 
Linien. 

Man bemerke nun, dass in Fig. PQ und p^^ PB und 
XQ je rechtwinklig sind. Daraus folgt, dass auch Qli auf 
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XP, also auch anf g senkrecht stehen muss. Man kann so- 
mit g^ auch in folgender Weise gewinnen: Aus dem („8chein- 
baren'^ Schnittpunkte von p^ mit p\ falle man eine 
Senkrechte auf g und schneide sie mit der durch X 
zu 8 gezogenen Parallelen. Der Schnittpunkt, mit 
N verbunden, giebt g^. — Dass sich g^ in viel leichterer 
Weise finden lasst, ist klar. Es soUte hier vielmebr gezeigt 
werden, welche Stellimg dieser von Pelz angegebenen Kon- 
struktion* zuzuweisen ist. 

26. Es besteht noch ein weiteres Hilfsmittel fur die be- 
queme Konstruktion der Bilder von Rechtwinkelpaaren in den 
Koordinatenebenen, welches nachfolgend. fur die Grundriss- 
ebene erlautert werden soil. (AUe solchen Konstruktionen 
lassen sich selbstverstandlich auf Rechtwinkelpaare in Ebenen, 
die den Koordi- 
natenebenen pa- 
rallel sind, an- 
wenden.) 

Wenn^r^'eine 
Gerade der 
Grundrissebene 
x*" y^ bedeutet, 
g\ eine auf g^ 
senkrechte Ge- 
rade in der 
namlichen Ebe- 
ne liegend, so 
bilden^'',^Jund 
die durch ihren 

Schnittpunkt mit der z^'-kjie gezogene Parallele wieder ein ortho- 
gonales Axensystem. Somit sind g\ und die durch g*' parallel 
mit z^ gehende Ebene aufeinander senkrecht; letztere Ebene ist 
die horizontal -projizierende Ebene durch g*". Fur jede Bild- 
ebene P sind das Bild von g[ und die Spur Tc jener Ebene 
durch g^ ebenfalls aufeinander senkrecht (Fig. 41). Die 




--^= 



* Wiener Sitzungsberichte, Bd. 18, II. Abt., S. 314, Fig. 1. 
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Fig. 42. 



Gerade g ist der axonometrische Grundriss der Geraden vom 
Bilde i, es ist ^f =« W, Die Darstellung solcher Bilder g^ g^ 
von Rechtwinkelpaaren basiert somit auf dem Satze: Sind 
gy g^ die Bilder zweier rechtwinkligen Linien einer 
mit x^y^ parallelen Ebene und ist zugleich g der 
Grundriss der in irgend einer Bildebene P gelegenen 
Geraden h {g = ^')f so stehen die Bilder g^ und Ic auf- 
einander senkrecht. Der Satz ist umkehrbar; auch iassen 
sich daring und g^ miteinander vertauschen. 

In Fig. 42 hat 
man in einer mit 
x"" y^ parallelen 
Ebene aus dem 
Punktei4,yl'auf 
die Gerade^'" die 
Senkrechtekon- 
struiert, ohne 
Spuren zu be- 
nutzen. Die 
durch A^ Al ge- 
legte Bildebene 
P ist durch die 
Geraden 1, 1'; 
2,2';3,3',Nr.22, 

bestimmt. In ihr liegt Z;, vom Grundrisse V = g, und es ist 
g^ senkrecht auf h zu ziehen. Hierbei ist die durch A^ A^ pa- 
rallel zu ir'*«/''gehende Ebene als Grundrissebene benutzt worden. 

Fig. 43 (S.77) giebt die Konstruktion des Bildes^^ der Senk- 
rechten fur den Pall, dass g und g^ durch N gehen. Auf g 
{g^ in der Ebene x^y"" gedacht) errichtet man in N die Senk- 
rechte Tc^^ wobei fc^ das Bild der in Pq liegenden Geraden fcj 
sein soil. Konstruiert man zu Tx^ den Grundriss Zr^', so ist 
damit ^^i = V gefunden. Um in Fig. den Grundriss 7^^' zu 
erhalten, hat man sich einer in P^ gelegenen Parallelen m^ 
zu ^J bedient. 

Die hier entwickelte allgemeine Konstruktionsweise fur 
gegeniiberliegende Linienpaare in xy fuhrt zu einem Ver- 
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fahren, welches als ein ganz spezielles bezeiclinet zu werden 
verdient. Dasselbe riihrt ebenfalls von Pelz her.* In xy sei 
g eine durch N gezogene Gerade (Fig. 44). Man verzeichne 




Fig. 44. 




* 1. c, S. 314, Fig. 12. 
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<lie beliebige Bildebene P (Pi,|>2, Pj); Pi soil g im Punkte P 
schneiden. Dann ist PZ — h die Gerade der Ebene P, deren 
Grundriss Jc* in g fallt. Erricbtet man^ etwa in Pj auf h eine 
Senkrecbte g^^ so sind ^^ ^^ zwei gegenQberliegende Linien in 
xy, — Diese Hilfslinie i gebt nun durcb den Punkt Qy den 
man dadurch erhalt^ dass man die aus P zn gazogene Fa- 
rallele mit x in X^ schneidet und durcb Xj eine Parallele mit 
P2 ziebt, letztere Linie scbneidet p^ in Q. (Oder man ziebe 
aus P parallel mit bis nach Y^ auf Py dann senkrecbt zn x 
bis Q auf jpj; es ist Q der Hohenschnitt des Dreiecks NX^T^) 
Um diese spezielle Eigenscbaft der Figur zu beweisen, be- 

denke man, dass die Ab- 
^' ^' schnitte XP, PV sicli 

verhaltenwieXXi,XiA^, 
weil namlich PX^ pa- 
rallel mit liegt. Let^ 
tere Abschnitte ver- 
halten sich wie JR§, 
QN, weil X^Q parallel 
p, ist. Aus der tJber- 
einstimmung der Ver 
haltnisse von XPyPV 
und von BQy QN, und 
weil Pi^p\ parallel sind, 
folgt, dass in der That 
PQ durcb Z gebt. — Die spezielle Konstruktion berubt also 
auf der Benutzung des Punktes Q an Stelle von Z, 




27. Die Umlegung der Ebene gescbiebt unter Be- 
nutzung der Hauptlinien. Es sei e^ das Bild der in der Bild- 
ebene Pj liegenden Hauptlinie, Pg die durcb einen beliebigen 
Punkt Pj der Ebene gelegte Bildebene, aucb seien D^, D^ 
die Distanzpunkte dieser Bildebenen. Alsdann lasst sicb die 
Ebene in folgender Weise in die Bildebene P^ (die man mo- 
mentan als die Zeicbnungsflache ansehen mag) umlegen 
(Fig. 45). Aus Pg fiille man die Senkrecbte PgPi auf e^y trage 
die Zwiscbendistanz d^^ (gleicb B^^D^ von P^ aus parallel zu 
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e^ (oder also in der Hauptlinie e^) nacli P2-^ ^^' Nun ist 
Pi P2 das Bild einer FalUinie, welches mit der Umlegung der- 
selben Linie zusammenfallea muss. Die FalUiaie hat die Lange 
P^R und es befindet sich der Punkt Pj und d,2 vertikal 
uber Pg. Beschreibt man mit dem Radius P^R um P^ einen 




Kreis, welcher PiP2 in (Pg) und (Pg)' schneidet, so sind die 
eben genannten Punkte die beiden moglichen Umlegungen 
des Punktes Pg. Das Bild des ebenen Systems und seine 
Umlegung sind orthogonal centrisch - affin mit e^ als Axe und 
mit P2(P2), beziiglich P2(P2y, als entsprechenden Punkten. 
— Der Winkel RP^P^, oder a, ist offenbar gleich dem Nei- 
gungswinkel der Originalebene zu den Bildebenen. 

Fig. 46 stellt den Vorgang bei der Umlegung einer durch 
O** gehenden Ebene E*" dar. Gegeben sind die zweite und die 
dritte Spur, Sg und s^. Die Umlegung soil in die Bildebene 
P (l>i, l?2>i^s) ausgefiihrt werden, also um die darin liegende 
Hauptlinie e, Im Cbrigen ist die Umlegung (0) des Punktes 
O*" nach der oben beschriebenen Methode konstruiert worden. 
Die Umlegungen der gegebenen Spuren sind (sg), (Sg). Die 
in Pq liegende Hauptlinie Cq tritt als Hilfslinie auf und es ist 
{r^^) ihre Umlegung. 
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Fig. 47. 



Die Umlegung der Koordinatenebene x^y^ in die Ebene 
Pq und urn p\ kann in besonderer Weise ausgefiihrt warden. 
(Ahnlich und noch ein wenig einfacher ware ihre Umlegung 
in P zu voUziehen.) Man wahlt (Fig. 47) eine ihrer Haupt- 
linieu XY ^h, welche das Bild ^ in C/ schneidet. Das Dreieck 
X^'O^Y'' ist bei 0^ rechtwinklig, die Hypotenuse hat die 
Lange XFund es sind XTJy YTJ ihre Hohenabschnitte. Zieht 

man daher X X^ und 
YY^ parallel mit ss 
bis j)5 und beschreibt 
man fiber X^ Y^ einen 
Halbkreis, welcher 
z in (C/) schneidet, 
so ist N{U) die 
wahre Grosse der 
Hohe jenes Dreiecks. 
Ebenso ist iV(i!7) 
gleich der Lange 
der FalUinie zwi- 
schen P^ und P 
(durch Ji); sie ist 
zugleich die Um- 
legung dieser Fall- 
linie. Endlich findet man die Umlegangen (X), (F), {pc), {y), 
(g) ... durch Benutzung der centrischen Affinitat. 

Eine femere Umlegung ist in Fig. 48 (S. 81) voUstandig dar- 
gestellt. Es ist ein Dreieck ABC gegeben. Der Scheitel 0^ 
werde nach A verlegt, darauf haben das Bild ABC und der 
neue Grundriss A'B'C^ die Ecke A=A^ gemeinsam. {A!B^C^ 
ist mit dem urspriinglichen Grundrisse kongruent und in 
paralleler Lage.) Soil die Umlegung in P^ geschehen, so hat 
man vor allem die in P^ liegende Hauptlinie \ der Dreiecks- 
ebene zu konstruieren. Zu diesem Zwecke legt man durch die 
Seite BC die horizontal -projizierende Ebene von der ersten 
Spur m^ und der zweiten Spur m^. Sie schneidet P^ in Wq 
(hierbei hat man die gleichnamigen Spuren W2i,pj; ^2; 1^2 ^^^ 
Schnitt gebracht und diese Punkte durch Wq verbunden). Es 
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schneiden sicli m^ und BC in P^, also ist Pq der Schnitt von 
BC mit Pq. Die Linie APq ist Hq, Nun wird C umgelegt. 
Die durch C gehende Bildebene hat die Distanz AD^ welche 
in C als CR parallel Jiq abgetragen wird. Die durch C 
gehende FalUinie CS gelangt in der Umlegung nach (C) S, — 



..^> R 




Weiter fallt {A) mit A zusammen und die Umlegung (B) 
findet man mit Hilfe der centrischen Affinitat von der Axe 
\. — Nach Nr. 22 konnte man einige durch A gezogene 
Linien auch in folgender Weise bezeichnen: p\ als 1, 1'; p\y 
X* als 2, 2' und p% y* als 3, 3'. 

28. In der orthogonalen Axonometrie ist ein einziger 
Spezialfall hervorzuheben. Es soil eine Axe, z^, den Ebenen 
P parallel laufen. Der Punkt Z des Spurendreiecks liegt un- 
endlich fern 5 ^yP^yPs sind unter sich parallel und senkrecht 

Weiler, Neao Behandlang der Parallelprojektionen. 6 
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auf jpi. Der Punkt N fallt in p^ und es liegen U, V, W be- 
ziiglicli in ^, X, Y u. s. £ 

Das Bemerkenswerteste dieses Falles ist in Fig. 49 dar- 
gestellt; es seien X, Y, N beziiglich PuP^yPz^^ gegeben. Die 



Fig. 49. 




Grundrisse aller Punkte erffiUen die Linie p^^ in welcher auch 
alle ersten Spuren der Ebenen des Baumes liegen. Zur Dar- 
stellung der raumlichen Elemente bedient man sich der axo- 
nometrischen Bilder, sowie der Auf- und Seitenrisse. Ftir 
einen Punkt P liegen P, P", P'" auf einer Senkrechten zu 
Z'^ schneidet diese z in P,, so ist stets nach Sinn und Grosse 
P^'P-^P^P'''. Urn die Bildebene P^ durch den so dar- 
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gestellten Punkt P zu erhalten, hat man in Fig. eine mit y*" pa- 
rallele Ebene benutzt, deren zweite Spur s^ willkiirlich durch 
P" gezogen wird. Die Spur s^ ist parallel mit y und die 
Schnittlinie dieser Ebene mit P hat das Bild a. Durch P 
zieht man damit parallel a^ und schneidet ^2; s^ ^ ^^^^ 
Punk ten, aus welchen jpj, pi parallel mit zu ziehen sind. 
Die erste Spur p\ fallt in p^. 

Die Distanz der Bildebene P ergiebt sich durch Um- 
legung der Grundrissebene. Der fiber XT als Durchmesser 
beschriebene Eieis wird von dem in N auf p^ errichteten 
Perpendikel in {0)xy oder kurz in (0) geschnitten. Darauf 
ist N(0)scy die Distanz der Ebene P. Pemer sind (0)X und 
(0) T die Umlegungen (x) von x*" und (y) von y*", welche be- 
zdglich mit x und y die Winkel a und /3 einschliessen (s. d. Ein- 
leitung). Wahrenddem a, /3 komplementar sind, ist y = 0. — 
Mit der Ebene x''y'' sind in Fig. auch die Elemente P' und 
p\ umgelegt worden. — Lasst man P^ in die Zeichnungsflache 
fallen und fiihrt man so die Umlegung der Ebene x''y'' aus, 
so gelangt O'' nach (0\] es ist N(0\ die Distanz der 
Ebene P^. 

Bezuglich der Ebene x*'z^ hat man nur x, z als das Bild 
eines Rechtwinkelpaares. Dreht man diese Ebene um p^y bis 
sie in P fallt, so gelangt 0^ nach (O)^.,. (Der um X mit 
(x) als Radius beschriebene Kreis ist der Axenkreis x^ u. s. f.) 
Das Bild des ebenen Systems x^z^ und dessen Umlegung 
sind orthogonal centrisch-affin mit p^ als Axe und N^ {P)xt 
als ein Paar entsprechender Punkte. — Verfahrt man in der- 
selben Weise mit der Ebene y^z^y so gelangt 0^ nach (0)^,. 
— Mit Hilfe dieser Umlegungen lassen sich die in den Koor- 
dinatenebenen auszufiihrenden Konstruktionen leicht voU- 
ziehen. 

Wenn hier die Axen x^y^ zu P gleich geneigt sind, also 
a=»/3 = 45® wird, so andert sich an diesen Betrachtungen 
im wesentlichen nichts. Fiir die Darstellung der Bilder von 
Rechtwinkelpaaren der Ebenen x^z^j y^z^ hat man aber die 
Eigentiimlichkeit, dass diese Bilder sich samtlich decken, be- 
ziiglich parallel sind. (In dem allgemeinen Falle, a ^ ft 
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gilt dies nur fiir die mit x^y z^^ beziiglich y^y z^j parallelen 
Rechtwinkelpaare.) 

Angewandte Beispiele. 

29. Man bestimme die Normalebene N der Geraden g 
durcli den Punkt P gehend* 

Neben der durch P gehenden Bildebene Pj, welche g 
in (tj scbneide, verzeichne man eine zweite Bildebene Pg. Ihr 
Schnitt mit g sei G^, Die aus P auf g gezogene Senkrechte 
Mj ist der Schnitt von N mit P^ (Fig. 50). Nun trage man 
die Zwischendistanz d^^ in G^ rechtwinklig zu g an und ver- 

Fig. 50. 




binde den Endpunkt {G^ mit G^, Hierbei denke man sich 
Pi mit der Zeichnungsflache zusammenfallend, dann ist 
Gy (G2) = (g) die Umlegung der gegebenen Geraden in die 
Ebene Pj. Aus dem Schnittpunkte Q von Wj mit g fallt man 
die Senkrechte Q{R)(S) auf (g) und schneide sie mit der 
Parallelen aus (G^) zu g in (S). Der wieder aufgerichtete 
Punkt S*" liegt in Pg, auch in N, er befindet sich um S{S) 
vertikal fiber S. Die durch S oder durch (S) zu n^ gezogene 
Parallele n^ ist das Bild der in Pg liegenden Hauptlinie der 

* Diese abgektirzte Bezeichnung der Elemente, hier N, g, P an- 
statt N*", ^*', P**, welche sich in Zukunft haufig wiederholt, kaun kaum 
missverstanden werden. 
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Ebene N. Durch die Hauptlinienbilder Wj, Wg ist die Ebene 
N geniigend dargestellt. (Ihre Spuren 5^, s^y s^ verbinden die 
gleichnamigen Spurpunkte der Hauptlinien w^, Wg, welche be- 
zuglich i^ p\, pU Pi, pI] Ply pI gelegen sind.) — Der Punkt 
7?'', dessen Umlegung in (i?) und dessen Bild in R liegt, ist 
der Schnittpunkt der Normalebene mit g. Macht man 
Q(^By ^ Q{B), so ist offenbar P(i2y die wahre Lange des 
Abstandes des Punktes P von der Geraden g^ PR dessen Bild. 

Die bier behandelte Losung der Aufgabe geht davon aus^ 
dass man mehrere Bildebenen einfQhrt. Dieses Verfahren 
wird stets dann zu empfehlen sein, wenn nacheinander mehrere 
derartige Konstruktionen auszufiihren sind, wobei dann mog- 
lichst die namlichen Bildebenen und deren Distanzen benutzt 
werden. — Die Losung der Aufgabe kann nun auch durch 
Benutzung einer Bildebene und einer Koordinatenebene oder 
zweier Koordinatenebenen ausgefuhrt werden, wie die nach- 
folgende Behandlung zeigt. 

Durch den gegebenen Punkt P, P' lege man die Bildebene 
P (i>i,i>2,i?3) (Fig. 51, S. 86); die gegebene Gerade ist durch 
(7, g^ dargestellt. In P liegt die durch P gehende Hauptlinie 
h der gesuchten Normalebene und es stehen die Bilder h und 
g aufeinander senkrecht (Nr. 24). Die Schnittpunkte H^yH^^H^ 
von h mit Pu P2, P^ sind die Spurpunkte dieser Geraden A, 
durch welche notwendig die Spuren 5i, 53, 53 der Normalebene 
gehen miissen. Ferner sind (in a;'' t/**) die Originale von ^' 
und Si {g^^ und s[) aufeinander senkrecht (Nr. 25). Somit 
steht 5i senkrecht auf Tc, dem Bilde der in P liegenden Ge- 
raden, deren Grundriss nach g^ fallt (Nr. 26). Da von s^ be- 
reits der Punkt H^ bekannt ist, so ist hiermit 5^ bestimmt, 
und durch Benutzung ihrer Axenschnitte (in x und. y) und 
der Punkte H^^ H^ lassen sich s^j s^ sofort angeben. — Die 
Fortsetzung dieser Konstruktion wurde darin bestehen, dass 
man den Schnittpunkt D der Geraden mit der Ebene, darauf 
die wahre Lange PD bestimmt. 

30. Den Abstand eines Punktes P von einer Ebene E zu 
bestimmen. 
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Die durch den Punkt P gelegte Bildebene Pj schneide E 
in Cj. Man lege eine zweite Ebene Pg, von welcher E in 
e^ geschnitten werde. Die durch Pj, P^ hervorgerufene Zwischen- 



Fig. 51. 




distanz sei d^2' Darauf falle man (Fig. 52, S.87) ausP eine Senk- 
rechte PP' auf e^, welche c^ in P" schneidet. Aus P" trage 
man in e^ die Zwischendistanz d^^ als P"{P") ab, so wird 
P' (P") die Umlegung einer FalUinie der Ebene E sein. Die 
Umlegung geschieht in die durch P gehende Bildebene. Die 
Senkrechte aus P auf die umgelegte Falllinie (/*),P(P) hat 
die Lange des gesuchten Abstandes. Das Bild F des Fuss- 
punktes liegt in f und die Projektion n der Normalen ist 
ebenfalls mit f vereinigt. — Der Schnittpunkt N^ der Nor- 
malen mit Pi fallt nach P. Um das Bild N^ ihres Schnitt- 
punktes mit P^ zu finden, ziehe man in (P") eine Parallele 
mit n oder /*, bis (n) geschnitten wird. Der Schnittpunkt ist 
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(^2)- I^i® Senkrechte aus diesem Punkte naoh n schneidet 
n in dem gesuchten Punkte N^, 

Fig. 62. 

31. Der Nei- 

gungswinkel 
zweier Ebenen 
A, B lasst sich da- 
durch ermitteln, 
dass man zunachst 
die Hauptlinien 
^1? ^1 5 ^7 ^2 dieser 
Ebenen in zwei 
Bildebenen P^, P^ 
darstellt. Schnei- 
den sicb diese 
Hauptlinien beziiglich in Pj, P^ (Fig. 53), so ist die Schnitt- 
linie p der beiden Ebenen durch P^ und P^ (in Pj, Pg) be- 
stimmt. In P^ 

trage man ^2^2 ^^^' 

von der Lange der 

Zwischendistanz 
rechtwinklig an 
p an, ziehe R^T 
rechtwinklig zu 

Pi^ = (p)- I" 

T errichte man 
auf p die Senk- 
rechte Wi, sie ist 
die Spurlinie der 
in P; auf p'' er- 
richtetenNormal- 
ebene, in P^ lie- 
gend. Es schneide 
Wj die Linien a^, 61 
in^i, J?i ; das Drei- 
eck J.1 P^B^ enthalt bei Pj den Neigungswinkel beider Ebenen 
A, B. Es eriibrigt, dieses Dreieck und w^ gedreht in P^ 
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umzulegen. Der Scheitel Pj des Winkels gelangt nach (P^) 
und es sind (^2)^ ^"^ {Pi)^^i ^i® Schenkel des umgelegten 
Neigungswinkejs; diese genannten Linien und die gegebenen 
zwei Ebenen schliessen miteinander gleich grosse Winkel ein. — 
Auch hier mag man fUr die einfache Vorstellung des raum- 



Fig. 64 


7" 
4/ ^\ /. 






A.>^ 


\ \v/ ^^ 



lichen Vorganges die Ebene P^ als die Zeichnungsflache an- 
sehen; es liegt dann das Original des Punktes Pj in Pj selbst^ 
dasjenige von Pg und d^^ vertikal liber Pg u. s. f. 

Die Bestimmung des Neigungswinkels g? ist in Fig. 54 
voUstandig ausgefiihrt; es soUen die zweiten Spuren a^^ b^ 
und die dritten Spuren aj, 63 beider Ebenen A, B gegeben 
sein. Die Schnittpunkte K^ und K^ dieser Spuren sind be- 
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ziiglich die zweite und dritte Spur der Kante Tz des fraglichen 
Flachenwinkels. Verbindet man die Schnittpunkte von a^ 
mit p\ und von a^ mit p^ miteinander, so entsteht die Schnitt- 
linie a^ der Ebene A mit der Bildebene P^. In gleicher 
Weise gndet man die Hauptlinie h^ der Ebene B. Der Schnitt- 
punkt Kq von a^ mit Ijq ist der Spurpunkt der Linie Tz in der 
Bildebene Pq. — Man lege nun, um zu h eine Normalebene 
(Neigungswinkelebene) zu erhalten, Ic mit ihrer projizierenden 
Ebene Tc^h um, etwa in Pq. Es wird dann K^ festbleiben. 
Als zweiten umzulegenden Punkt in Tc wird man einfach K^ 
wahlen, Wie Fig. zeigt, ist D der Distanzpunkt der durch K^ 
gehenden Ebene P. Tragt man ND in K^ rechtwinklig zu 
k auf, so entsteht als Endpunkt dieser Strecke die Umlegung 
(Zg). Ihre Verbindungslinie (]z\ mit K^ ist die Umlegung der 
Linie h Errichtet man in irgend einem Punkte {S)q von (lz\ 
die Senkrechte, welche A; in P schneidet, darauf in P eine 
Senkrechte auf hy so entsteht die Spur Wq (in Pq) einer Nei- 
gungswinkelebene. Fiir diese ist {8\ die Umlegung des 
Scheitels des Neigungswinkels in (ifc)^. Dreht man F(S\ 
nachP(/S) in h^ so ist endlich A{S)B gleich (g?) der Neigungs- 
winkel der Ebenen A, B in wahrer Grosse, namlich ebenfalls 
in Umlegimg in Pq. 

33. Durch Zusammenstellung einer Geraden g und einer 
Ebene E entstehen ein Schnittpunkt D und ein Neigungs- 
winkel y. Fiihrt man zwei Bildebenen P^, Pg ein, so kann 
man g durch ihre Schnittpunkte G^y G^ und E durch ihre 
Schnittlinien e^, e^ mit diesen zwei Ebenen darstellen (Fig. 55, 
S. 90). — Um den Schnitt von g mit E einzutragen, wiirde man, 
eine durch g gehende Hilfsebene benutzend, durch (t^, G^ zwei 
parallele Linien ziehen, damit bezuglich e^, e^ schneiden und 
die Schnittpunkte durch eine Gerade verbinden, welche g in 
dem verlangten Punkte schneidet. — Um den Winkel y zu 
finden, verschiebe man G^G^ parallel sich selbst, bis G^ nach 
irgend einem Punkte L^ in e^ fallt, womit G^G^ nach L^L^ 
gelangt. Nun bestimmt man y als Winkel von l{L^y L^) mit 
E(ei, e^y In dem Punkte ij, welcher um die Zwischendistanz 
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Fig. 65. 



di2 vertikal iiber L^ Hegt, errichte man auf die Ebene Cj, e^ 
die Normale n. Sie wird P^ in N^^ schneiden, somit durch 
iVj, N^=^ L^ dargestellt sein. Der von n mit { gebildete 

Winkel wird, um 
die Spur^iij seiner 
Ebene gedreht, in 
Pi umgelegt. Es 
entsteht N^(L^L^^ 
gleich 90 — y. Sein 
Komplement y ist 
gleicb dem von g 
mit E gebildeten 
Neigungswinkel. 

Die Aufgabe, den 
Winkel zweier 
Geraden(hier6ri6rg 
nnd JVj-^g) zu kon- 
struieren, ist hier 
mitgelost. 

33. Zwei Gera- 
den a*", ft*" mogen 
die Bildebenen P^, Pg 
in ^1, J3i5 A^, B^ 
schneiden. Durch diese Geraden lasst sich stets ein paralleles 
Ebenenpaar A, B legen. Zieht man (Fig. 56, S. 91) A^C^ 
gleicb und parallel mit B^B^^ legt man zu A^C^^a^ die 
Parallelen Og durch A^^ h^ durch B^ und h^ durch JB^, so 
sind a^, h^ und Og, \ die Hauptlinien der Ebenen A, B in P^ 
und Pg. — Die projizierende Ebene durch -4^, von der auf 
«! senkrechten Spur p^ in Pj, werde mit A, B geschnitten und 
darauf in Pj umgelegt. Die Umlegung {A^ von A^ liegt in 
Oj, von A^ um d^j entfernt. Die Verbindungslinie (-^2)^1 ^^^^ 
{m) ist die Umlegung der Schnittlinie jener projizierenden Ebene 
mit A. Durch den Schnittpunkt p^\ oder Qy^ ziehe (n) 
parallel (m), es entsteht die Umlegung der Schnittlinie der 
projizierenden Ebene mit B. Der senkrechte Abstand der 
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Parallelen (m) und (w) ist gleich dem Abstande der parallelen 
Ebenen A, B und auch gleich dem ktirzesten Abstande der 
Geraden -^^^.g, B^B^. — Um das Bild dieses kurzesten Ab- 
standes zu erhalten, legt man in A^ die Normale A^N^ zu 
der Ebene A und duroh sie und a die Ebene C (c, , c^. Letz- 
tere schneidet h m B. Aus B zieht man BA parallel mit 

Fig. 56. 




p^y bis a in ^ geschnitten wird; alsdann wird AB das Bild 
des kurzesten Abstandes sein. 

Die Bestimmung des Abstandes von zwei parallelen 
Ebenen ist hier mitgelost. 

34. Durch die in der Koordinatenebene xy liegende Ge- 
rade sj'^ soUen die beiden Ebenen sj « „ 5? , „ welche zu 

1 1, z, o, . !■ * ' 

der genannten Koordinatenebene unter dem Winkel a geneigt 
sind, gelegt werden. 

Die Kante des einen wie des anderen Flachenwinkels ist 
die gegebene erste Spur s^ oder XY (Fig. 57, S. 92). Die 
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Neigungswinkelebene lege man durcli den Scheitel des Axen- 
systems. Der den beiden Neigungswinkeln gemeinsame Schenkel 



Fig. 57. 




m'' ist die aus O'' auf X** Y** gefallte Senkrechte. Fur die Ebene 
x''y'' sind nun 0^ jpj und x^ y die Bilder zweier Rechtwinkel- 
paare. Um den Fusspunkt S der gefallten Senkrechten zu 
erhalten, legt man in X eine Parallele mit z bis nach j>J, 
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femer in Y eine Parallele mit p\ bis nach z^ verbindet diese 
Sclinittpuiikte, so wird XY in S geschnitten (Nr. 5). Auch 
ist NS « m das Bild des gemeinsamen Schenkels der beiden 
Neigungswinkel. Die durch 0** gelegte Neigungswinkelebene 
Sz steht auf s^ senkrecht. Also stehen die Bilder ihrer Haupt- 
linien auf s^ senkrecht (Nr. 24, Anmerkung), z. B. Aq, ibre 
Hauptlinie in Pq. Die Umlegung der Neigungswinkelebene 
soil nun durch Drehung um h^ in Pq ausgefuhrt werden. 
Um hierbei {S) zu finden, legt man durch S eine Bildebene 
P, bestimmt ihre Distanz ND^ welche man in S rechtwinklig 
an % abtragt. Es entsteht das Dreieck S^SR mit S^R als 
Drehradius und es ist Sq{S) — SqR, Dabei liegt [S) in 5^, in 
welcher Linie Bild und Umlegung der durch S gehenden Fall- 
linie der umzulegenden Ebene vereinigt sind. — {S)N oder 
(w) ist die Umlegung des Schenkels der Neigungswinkel in 
der Ebene xy. In {8) trage an (m) nach beiden Seiten bin 
den gegebenen Winkel a an, es entstehen als Endschenkel die 
Linien (w^) und (w^), die umgelegten Endschenkel. Zur Wie- 
deraufrichtung dieser Linien schneide man sie mit h^ und 
verbinde die Schnitte mit S. So entstehen die durch S gehen- 
den Bilder Wj, n^ der Endschenkel, welche ziR Z^, Z^ schneiden 
mogen. Beide Punkte Z^ und Z^ sind von N gleichweit ent- 
femt. Endlich sind die Verbindungslinien von Z^ und von Z^ 
mit X und Y die zweiten und dritten Spuren s\j s|; sj; ^\ der 
gesuchten Ebenen. 

35. Aus dem Bilde eines Kreises soil die Lage der Kreis- 
ebene gefunden werden. Man konstruiere die grosse Axe AB 
und die kleine Axe CD des Bildes. Ist etwa der Grundriss 
M^ des Mittelpunktes gegeben, so ist die Kreisebene die eine 
oder die andere von den zwei Ebenen, die nachfolgend be- 
stimmt werden soUen. 

Durch My M' legt man die Bildebene P (Pi, PgjPs) (^^g- ^8, 
S. 94). In P kennt man die den beiden Ebenen gemein- 
same Hauptlinie A, namlich die grosse Axe. Ihre drei Spuren 
beziiglich der Koordinatenebenen sind die Schnittpunkte H^, 
H^, i/g mit PiyP^y Pz' — N^^ konstruiert man Uber der halben 
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kleinen Axe ein rechtwinkliges Dreieck MCC^^ dessen Hypo- 
tenuse gleich ist der halben grossen Axe. Sein Winkel a bei 
M ist der Neigungswinkel der Kreisebenen zu den Bildebenen. 
Es ist CM das Bild einer FalUinie, welche mit ihrer pro- 
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jizierenden Ebene in Pq umgelegt werden soil. M gelangt 
nach (-M)o, wobei M(M\ auf A von gleicher Lange mit "ND 
abgetragen wurde. Die aus (ilf ) unter dem Winkel a zu dem 
Bilde GM der FalUinie gelegten Linien sind die Umlegungen 
der PalUinien in P^. Die Figur enthalt nur die eine, {M\F^y 
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welche mit MC^ parallel ist. Sie schneidet CM in F^^ durch 
Fq zieht man die Hauptlinie Hq parallel mit h. Die Spuren 
jffj, H^y El von Hq liegen beziiglicli in den Spurlinien^J,j?J,j}5 
der Bildebene P^. — Verbindet man endlich die gleiclmamigen 
Spuren von h und von h^ miteinander, so entstehen die Spuren 
5i, ^2, 53 der Kreisebene. Fiir die zweite Losung diirfte man 
Jiq durch ihre symmetrische Linie in Bezug auf h ersetzen. 

36. Von einer Kugel seien das Zentrum M, M' und der 
Radius r bekannt; man verzeicbne das Bild des Beriihrungs- 
kreises des aus einem Punkte P, P' an die Kugel gelegten 
beriihrenden Kegels. 

Um den fiir die Konstruktion notigen Flachenraum zu 
beschranken, ist in Fig. 59 (S. 96) das Axensystem nach dem 
Mittelpunkte der Kugel verlegt worden. Es sind a?*, y*, 0^ die 
neuen Axenbilder, P'* der neue Grundriss des gegebenen 
Punktes und es fallt M mit seinem neuen Grundrisse zusammen. 
Der Umriss des Kugelbildes ist der mit dem Radius r um M 
beschriebene Kreis. — Um bei der nun vorzunehmenden Um- 
legung der Linie MP in die durch M gehende Bildebene P^* 
iibermassig grosse Spurendreiecke zu vermeiden, wahle man 
Q als Mitte zwischen M und P, sein Grundriss Q'* liegt in 
der Mitte von MP^*. (Waren die auftretenden Linien auch 
jetzt noch von unbequemer Lange^ so wahle man Q noch 
naher bei M^ in y, ^, . . . des Abstandes MP. Auch konnte 
man den Scheitel des Axensystems in die Mitte der Strecke 
MP verlegen.) Die durch Q gehende Bildebene hat die Distanz 
MD, welche in P rechtwinklig zu MP zweimal abgetragen 
wird. Es entsteht die Umlegung (P). Jf (P) ist die Um- 
legung der Linie MP und der Umrisskreis ist zugleich die 
Umlegung desjenigen Grosskreises, den die projizierende Ebene 
von MP aus der Kugel schneidet. — Aus (P) lege man die 
Tangenten (P)(^), (P)(J5) an den umgelegten Grosskreis; es 
ist (A){B) die Umlegung des in jene projizierende Ebene 
fallenden Durchmessers des gesuchten Beruhrungskreises; seine 
Mitte (G) liegt in (P)M; {G)(A) « {G){B) = q ist der Radius 
des verlangten Kreises. Die als {A), (B) umgelegten Punkte 



Digiti 



zed by Google 



96 



Dritter Teil. 



haben ihre Bilder in den Fusspunkten A^ B der aus den Um- 
legungen auf MP gefallten Senkrechten. AB ist die kleine 



Fig. 59, 




Axe des Bildes jenes Beruhrungskreises. — Errichtet man in 
dem Schnittpunkte H von (AB) mit MP auf letzterer Linie 
die Senkrechte, so entsteht die Hauptlinie der Kreisebene in 
der durch M gehenden Bildebene oder also in der Ebene des 
Umrisskreises der Kugel. Dieser Umrisskreis wird von jener 
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dass Umrisskreis 
zwei Punkten 



in 



Senkrechten in e7, K geschnitten; in diesen Punkten beriihren 
sich der Umrisskreis und das Bild des BerUhrungskreises. 
(Offenbar konnen diese Punkte auch zusammenfallen oder 
imaginar sein.) — Wenn man in der Mitte {G) von {AB) 
ebenfalls eine Hauptlinie A^ zieht und darauf vom Schnitt mit 
MF aus den Radius q nach beiden Seiten abtragt^ so ent- 
stehen die Scheitel JE, F der grossen Axe des gesuchten Kreis- 
bildes. — Da {AB) eine umgelegte PalUinie ist, so giebt a 
den Winkel an, den die Ebene des Beruhrungskreises mit den 
Bildebenen einschliesst. 

In Pig. 59 ist so disponiert worden, 
und Beriihrungskreis auf der Kugel sich 
eT^**, K^ schneiden. In 

den Bildpunkten J, K ^^' '^• 

beriihren sich die Bil- 
der jener Kreise. Es 
entsteht der Fall der 
doppelten Beriihr- 
ung einer Ellipse mit 
einem Kreise, wobei 
die Beriihrungspunkte 
symmetrisch zu der 
kleinen Axe der Ellip- 
se liegen — Ware in 
Fig. 59 der Punkt H 
ausserhalb des Um- 
risskreises gelegen, so 
waren diese Punkte 
J, K nicht mehr vor- 
handen etc. — Es kon- 
TLenJyKim Scheitel 
der kleinen Axe etwa in A zusammenfallen. Auf der Kugel 
beriihren sich diesfalls der Beriihrungskreis des Kegels aus P 
und der Umrisskreis. Die Lage von (P), fiir welche dieser Uber- 
gangsfall eintritt, ist in Fig. GO veranschaulicht. Die Elemente 
J, K haben sich in A vereinigt und es bleiben von dem Bilde 
des Beriihrungskreisps die grosae Axe EF you der Lange A{B) 

Wciler, Neue Bcliandlung der Parallelprojektionen. 7 




Digiti 



zed by Google 



98 Vierter Teil. 

und die kleine Axe A B. Aber es haben hier Kreis und Ellipse 
in A vier aufeinanderfolgende Punkte gemein; jener Kreis 
vom Zentrum M ist der Oskulationskreis der Ellipse im 
Scheitel A der kleinen Axe. — Sind die Axen AB, EF ge- 
geben, so "kann man umgekehrt M finden. Anstatt (J5) woUe 
man hierbei (G) benutzen: Mit dem um A mit der halben 
grossen Axe als Radius beschriebenen Kreise schneide 
man die grosse Axe und lege in den Schnittpunkten 
(den Brennpunkten) an den Kreis die Tangenten; sie 
werden sich auf der kleinen Axe im Zentrum M des 
Oskulationskreises schneiden. — Etir die Scheitel -B, F 
versagen die Herleitung und die Konstruktion. Bedenkt man 
aber, dass M der Pol der grossen Axe in Bezug auf den um 
A beschriebenen Kreis ist, so lasst sich eine analoge Kon- 
struktion auch fur E, F finden. Auf diese Konstruktionen 
wird der Verfasser an anderer Stelle naher eintreten. 



Vierter Teil. 
Die schiefe Axonometrie. 



37. In der schiefen Axonometrie werden das ra^mliche 
Objekt und seine drei Orthogonalprojektionen (Grund-, Auf- 
und Seitenriss) auf den rechtwinkligen Koordinatenebenen 
mit einer willkurlichen Projektionsrichtung p"" auf eine Bild- 
ebene P projiziert. Es entstehen das axonometrische 
Bild und die drei axonometrischen Bisse. 

Die Schnittlinien der Koordinatenebenen sollen wieder 
das Axensystem O^.x^'y^z^ genannt werden. Ist die gegen- 
seitige Lage des Axensy stems, der Bildebene und der Pro- 
jektionsrichtung festgesetzt worden, so ist wie bei der ortho- 
gonalen Axonometrie der Zusammenhang zwischen dem raum- 
lichen Objekte und seiner ebenen Darstellung durch die axono- 
metrischen Bilder ein umkehrbar eindeutiger. Raumliche 
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Konstruktionen miissen sich durch solche in der Bildebene 
ersetzen (darstellen) lassen. Die diesbeziiglichen Konstruktionen 
miissen die bei der orthogonalen Axonometrie behandelten zu 
direkten Spezialfallen haben. 

Die fundamentalen Konstruktionen, welche sich auf die 
Elemente in vereinigter und in paralleler Lage beziehen, unter- 
scheiden sich keineswegs von denen bei der Darstellung in 
orthogonaler Axonometrie; sie werden als bekannt vorausge- 
setzt, insoweit es sich nicht um Spezialfalle der Darstellungs- 
weise handelt. 

Das Objekt, in fester Verbindung mit den Koordinaten- 
ebenen, lasst sich in der Projekfionsrichtung parallel ver- 
schieben, ohne dass die Bilder sich andern. An Stelle dessen 
darf man auch die Bildebene parallel mit sich selbst in der 
Projektionsrichtung verschoben denken, die Bilder in der ver- 
schobenen Bildebene geben, mit der festgewahlten Projektions- 
richtung auf die urspriingliche Lage zuriickprojiziert, wiederum 
die friiheren Bilder. 

Durch die ebene Darstellung allein, namlich durch die 
vier axonometrischen Bilder und das Bild des Axensystems, 
ist das Objekt nicht bestimmt, abgesehen von den willkiir- 
lichen Parallelverschiebungen in der Projektionsrichtung. Erst 
wenn gewisse Bedingungen gefordert werden, lasst sich das 
Objekt bestim'men. Die Anzahl der erforderlichen Bedingungen 
wird im zweitfolgenden Telle, fur die orthogonale Axonometrie 
ill dem nachstfolgenden, behandelt werden. 

38. Ftir die schiefe Axonometrie sind einige Begriflfe neu 
einzufuhren. Die raumlichen Axen x''^ y^j z^ schneiden die 
Bildebene P in den drei Ecken X, Z, Z des Spuren- 
dreiecks* dieser Bildebene. Seine Seiten Pu p^y p^ sind 
die Spurlinien der drei Koordinatenebenen in P, beziiglich die 
Spuren der Bildebene in den Koordinatenebenen („Bildebenen- 
spuren"). Der Projektionsstrahl p^ des Scheitels O'* des Axen- 
systems schneide Pin (Fig.61, S.IOO). Darauf ist O.XYZoAer 

* Auch hier sind die Spurendreiecke stets spitz winklig, eine Folge 
davon, dass das AxenRystem ein orthogonal es ist. 

7* 
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0. xyz das Bild des Axensy stems. Der Hohenschnitt N des 
Spurendreiecks ist nach wie vor die Orthogonalprojektion von 
0** auf P. Das bei N rechtwinklige Dreieck O^NO enthalt 



Fig. 61. 




bei den Projektionswinkel 9. Ferner ist NO die Flucht- 
linie des Punktes 0^. 

Ist P*' ein beliebiger Punkt des Ranmes, P sein Bild 
in P beziiglich der schiefen Parallelprojektion, P„ seine Or- 
thogonalprojektion auf P, so ist das Dreieck P''PnP niit 
0''N0 ahnlich und in paralleler Lage. Dabei ist PnP nach 
Richtung und Grosse die Fluchtlinie des Punktes P**. A lie 
Fluchtlinien sind parallel und der Lange nach 
proportional den Abstanden der Raumpunkte von der Ebene P; 
f=-P^Pn' ctg g>. (Die Fluchtlinien der Raumpunkte sind die 
Orthogonalprojektionen ihrer projizierenden Linien auf die 
Bildebene.) 
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In der nun folgenden Behandlung der schiefen Axono- 
metrie werden das Bild , xy0 des Axensystems und ein 
Spurendreieck als bekannt vorausgesetzt. Nach Fig. 61 be- 
deutet die Festsetzung des Spurendreiecks die Angabe der 
Lage des raumlichen Axensystems zu der Bildebene; durch 
XYZ wird N und die Distanz NO^ in bekannter Weise be- 
stimmt. Hierauf wird 0^0 die Projektionsrichtung sein. — 
An Stelle des Spurendreiecks konnte man auch die Bichtungen 
von p^ xxndp^ wahlen; hierdurch ist bei gegebenem Bilde . xy0 
die Richtung p^ bestimmt. Von den Bichtungen der sechs 
Geraden x, y, ^; i>i, P2; Pz sind funf unabhangig, die sechste 
ist durch jene funf eindeutig bestimmt. Der Zusammenhang 
zwischen diesen Bichtungen wird stets durch irgend ein Spuren- 
dreieck vermittelt. 

39. Die Zeichnungsflache ist als irgend eine der unter 
sich parallelen Bildebenen P, P^, Pg, ... anzusehen. Punkte 
dieser Ebenen, die auf demselben Projektionsstrahle gelegen 
sind, projizieren sich stets als ein und derselbe Punkt. AUe 
Figuren solcher Ebenen projizieren sich in wahrer Grosse und 
Gestalt.* Diese Ebenen sind zus^-mmen die Bildebenen ge- 
nannt worden. 

Die Bildebenen schneiden das festgedachte Axensystem in 
ahnlichen Dreiecken, welche sich wieder als ahnliche Dreiecke 
in paralleler Lage projizieren. Diese projizierten Dreiecke sind 
perspektive Figuren mit als Centrum und mit unendlich 
femer Axe. Ihre Ecken erfiillen die Axenbilder x^ y^ z. Die 
Ecken soUen, wie friiher, durch JC^ F, Z; JC^, Yj, Z^; ... und 
die Seiten durch Pi, P27 P%'i p\} pXj p\\ - • - bezeichnet werden. 
Flir die durch 0** gelegte Pq reduziert sich das Bild des Spuren- 
dreiecks auf die drei durch den Punkt gehenden Linien 

P\yPlP\' 

Die Seiten ^i,j)J,j)J, ... fallen mit ihren Grundrissen zu- 
sammen, weil sie in der Grundrissebene liegen. Die Grund- 

* Diese Eigenschafb besitzt auch die weitere Schar derjenigen 
Ebenen, welche zu den eben genannten mit Bezug auf die Projektions- 
richtung p' orthogonal -symmetrisch liegen. 
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risse der Seiten^gii'S^Pg? • • • li^gen inicund die yon p^, pl^ pi, . . . 
in y. x4hnlich warden sich ihre sowohl raumlichen als axono- 
metrischen Auf- und Seitenrisse verhalten. 

Die Spurendreiecke entstehen auch dadurch, dass man 
die Bildebene als Zeichnungsflaclie festhalt und das 




Axensystem in der Projektionsrichtung p'' parallel fortschiebt. 
Der Cbergang von einem Spurendreiecke zu einem anderen 
muss einer bestimmten Verschiebungsgrosse entsprechen, so- 
wohl hier, wie bei der fruheren Auffassung. Diese Verschie- 
bungsgrossen wird man am natilrlichsten in der Projektions- 
richtung messen. 

Fig. 62 stellt diese ersten Messungen dar. Es sei das 
Spurendreieck XTZ gegeben, dazu der Punkt 0, Man fiigt 
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durch das Ziehen von Parallelen und mit Benutzung der Axen- 
bilder x, y, z weitere Spurendreiecke, z. B. X^^ Yj, Zy^ hinzu. 
Fiir das Dreieck XYZ seien XW, YV, ZU die Hohen, N der 
Hohenschnitt und ND die Distanz (gleich ^O*"). Letztere 
trage man als N{P) reehtwinklig an die Fluchtlinie NO des 
Punktes O'* an. Es ist dsdann (P)NO die Umlegung des 
friiher genannten raumlichen Dreiecks O^NO in die Ebene P. 
Der Winkel (0)0N ist die Umlegung des Projektionswinkels 
und es ist (0)0, in (p) liegend, der Abstand der beiden 
Ebenen Pq und P, gemessen in der Projektionsrichtung, wah- 
rend (0) N = d die senkrechte Entfemung beider Ebenen 
bedeutet. 

Denkt man sich die Hohenfusspunkte Ui, F^, W^ und 
den Hohenschnitt N^ fur das zweite Spurendreieck konstruiert, 
so wird man finden, dass auch diese Punkte und Z7, F, TF, N 
in der Perspektivitat zwischen XYZ und X^Y^Z^^ je ent- 
sprechende sind. Es schneidet also OV die Spur pi in JTi, 
dort ziehe parallel zu VN^ so wird NO in N^ geschnitten. 
In N^ ziehe man parallel mit N(0) bis (p), so entsteht (0\. 
Dabei ist (0\Nj^O die Umlegung des Dreiecks 0[N^0. End- 
lich ist nun {0\0 gleich der in der Projektionsrichtung ge- 
messenen Entfernung der Ebenen Pq und P^. 

So weitergehend entsteht in (p) die mit Z, Z^, Zg, ... 
oder mit V, Ui, C/'g, . . . etc. perspektive Reihe (0), (0)^, (0)2, . . . 
ihre Punkte entsprechen in der genannten Polge den Ebenen 
P> Pi 5 P2 • • • ^^^ Punkt entspricht si«h selbst, er ist der 
der Ebene Pq zugehorende Punkt (0\. Die Entfernung 
(0),(0)jfc stimmt allgemein mit dem in der Projektions- 
richtung gemessenen Abstande der Ebenen P*, P,- nach 
Grosse und Sinn tiberein. Die in der Fluchtlinie NO 
gemessene Strecke N^Ni soil als die Zwischenfluchtlinie 
/i, ;t der Ebenen P,-, P* bezeichnet werden. Die Diflferenz der 
Strecken (0)kNk und (O),-^,- soil die Zwischendistanz d,-, |. 
heissen. — Halt man neuerdings das raumliche Axensystem 
O**. x''y^z^ fest und legt man einerseits die verschiedeneu 
Bildebenen P, anderseits den Projektionsstrahl p*^ durch O*", 
so schneiden die Ebenen P den Strahl p'' in einer Punktreihe, 
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deren Umlegung um eine Fluchtlinie mit der Reihe der Punkte 
(0) entgegengesetzt gleich ist. 

Um eine Bildebene P durch einen gegebenen Punkt 
-4, A^ zu legen, verfahre man wie in Nr. 22 (Fig. 34). Man 
ziehe durch ^ die zu pj, p^^ p^ parallelen Linien 1, 2, 3, durch 
A* bezuglich 1', 2\ 3' parallel zu 'p\j x, y, so hat man die 
Bilder und die Grundrisse dreier in der Ebene P liegenden 
Geraden. 

40, SoUen auf einer Geraden Abmessungen gemacht 
werden, so wird dieselbe in eine der Bildebenen umgelegt, 
indem man ihre projizierende Ebene um das bezugliche Bild 
dreht, bis diese Ebene mit der Bildebene zusammenfallt. In- 
dem man die Gerade vom Bilde g (kurz gesagt die Gerade g^ 
deren Grundriss g^ mindestens noch gegeben sein muss) mit 
zwei Bildebenen P^, Pg schneidet, mogen die Punkte (t^, G^ 
(des Bildes) entstehen. 

Der Einfachheit der Vorstellung wegen denke man P^ 
als mit der Zeichnungsflache zusammenfallend. Tragt man 
dann in G^ nach Sinn und Grosse die nach vorangehender 
Nummer zu bestimmende Linie (0)2(0)1 als G^R ab,* zieht 
femer durch G2 eine Linie von der Richtung der Fluchtlinien 
und fallt aus B darauf die Senkrechte RGn, so ist der Fuss- 
punkt Gn die Orthogonalprojektion des Punktes G^ auf die 
Ebene P^ (Fig. 63, S. 105). Femer ist G^G"" die Orthogonalpro- 
jektion der Geraden auf die Ebene P^. Der Punkt G^ ist um 
die Zwischendistanz d^^ vertikal iiber (unter) Gn gelegen. 
Dieser Punkt wird in gewohnter Weise durch Benutzung der 
FalUinie G^Q (wobei Q der Fusspunkt der aus Gn auf g ge- 
fallten Senkrechten ist) umgelegt: Man macht G^S parallel 
g, gleich der Zwischendistanz d^^y dann tragt man QS '^ Q{G^ 
auf der Linie GnQ ab, denn in dieser Linie fallen Orthogonal- 
projektion und Umlegung der FalUinie G^Q zusammen. — Die 
Linie (^), durch G^ und {G^ gehend, ist nun die Umlegung 



* Den Ebenen P^ , Pg entsprechen nach der Bezeichnung fiir Fig. 62 
bezuglich {P\ und (fi\. Hier geht man von Pj aus, denkt (0)2 nach 
G^ verlegt, darauf wird {p\ nach JB fallen 1 
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der gegebenen Geraden. Auch ist die Strecke G^{Gr^ gleich 
der Entfemung der Punkte Crjj/Gj auf p'*. 

Pig. 63 giebt noch mehrerlei Aufschluss fiber die Raum- 
gerade. Der Winkel (j8) von {g) mit g giebt die Neigung der 
Raumgeraden zu Ihren Bildern. Der Winkel SQGn ist der 
Neigungswinkel a der projizierenden Ebene der Geraden mit 
den Bildebenen. Der Neigungswinkel y der Geradea mit den 
Bildebenen ist gleich 
dem Winkel G^^G^Gn] 
er liegt in einem recht- 
winkligenDreiecke, des- 
sen anliegende Kathete 
gleich Gj 6r" und des- 
sen gegeniiberliegende 
gleich cZj2 ist. 

Schneidet man g und 
(g) mit Strahlen, die 
G^{G^ parallel laufen, 
so ist jedesmal der 
Schnitt mit g das Bild, 
der Schnitt mit {g) die 
zugehorige Umlegung 
eines Punktes der Raum- 
geraden. Und der Win- 
kel G^{G^G^ ist der Winkel, den die Raumgerade mit den 
Projektionsstrahlen bildet. 

In Fig.64(S.106) soil dieDistanz zweier Punkte ^,i4'5i?,j6' 
direkt bestimmt werden. Der Scheitel 0^ werde nach A^ ver- 
legt, wobei bekanntlich das Bild AB festbleibt und der neue 
Grundriss AIV^ gleich und parallel ist dem urspriinglichen 
A^ B\ — Durch B^ i?'* legt man die Bildebene (vermittelst 
der Hilfslinie 1, 1' parallel i^J), konstruiert ihren Punkt N 
und ihre Distanz ND, Darauf fallt man die Senkrechte NQ 
auf g (N ist als der Punkt An aufzufassen), verzeichnet das 
in N rechtwinklige Dreieck QNS mit NS = ND und dreht 
QS nach Q{A). Darauf ist {A)B die wahre Lange der Strecke 
oder die Distanz der gegebenen Punkte. 
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Die Lange von x""^ XO'' wird man als Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks finden, dessen Katheten beziiglich 
gleich XN und der Distanz ND sind (Fig. 62). In der fol- 



Fig. 64. 




genden Nummer werden diese Langen durch Umlegung der 
Koordinatenebenen mitbestimmt. 

41. Die Umlegung der Ebene kann in jede beliebige 
Bildebene ausgefuhrt werden. 

Von den zwei einzufiihrenden Bildebenen Pj, P2 sei die 
erstere diejenige, in welche umgelegt werden soil. Die Schnitt- 
linien dieser beiden Ebenen mit der gegebenen mogen die Bilder 
fij, ^2 haben (Fig. 65, S. 107). Auf e^ wahle man einen Punkt 
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Fig. 65. 



(e^- 



P una ziehe durch ihn die Strecke PB, sodass sie mit der 
Strecke {P\{0\ (Nr. 39) in Richtung und Lange uberein- 
stimmt. Auch lege man durch P eine Fluchtlinie und falle 
auf sie aus -R die Senkrechte JR Pn. Dann ist P» als die Or- 
thogonalprojektion des Punktes P auf die Ebene P^ zu be- 
traehten; FP^ ist 
die Zwischenfluchtr 
linie und stimmt 
mit N^N, (Nr.39) 
nach Richtung, 
Sinn und Lange 
iiberein. Aus P„ 
fallt man die Senk- 
rechte PnQ auf e,, 
konstruiere das in 
Pn rechtwinklige 
Dreieck Q P„ S, 
wobei PnS gleich 
ist der Zwischen- 
distanz P„22. Der 
um Q mit dem Ra- 
dius QS beschrie- 
bene Kreis schnei- 
detP„^in(P)und 
(P)', den beiden 
Dmlegungen des 




f^g)!^ 



Punktes P in die Ebene P^. Hierauf sind das Bild und die 
Umlegung des ebenen Systems als centrisch-affine Figuren zu 
konstruieren, wobei e^ die Axe ist und P, (P), beziiglich P, (P)' 
ein entsprechendes Punktepaar. 

Die Figur enthalt liberdies einige bemerkenswerte Stiicke. 
Der mit a bezeichnete Winkel PnQS ist die wahre Grosse 
des Neigungswinkels der Ebene ^i, e^ zu den Bildebenen. 
QS ist die Umlegung der Falllinie vom Bilde ^P in die 
Ebene P^ und durch Drehung um ihre diesbezugliche Ortho- 
gonalprojektion QPn* — Zieht man SN^^ senkrecht auf SQ, 
so ist diese Linie die Umlegung einer Normalen auf die Ebeue 
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urn ihre Normalprojektion N^Pn. Riiumlich ist N^P'' diese 
Normale und es ist N^y N^ (^N^ «= P) ihre Darstellung durch 
die Spurpunkte in P^, Pg. Indem man alle moglichen Parallel- 
verschiebungen von N^N^ ausfiihrt, entstehen die samtlichen 
Normalen der gegebenen Ebene.* 

Urn fiir die vorliegende Ebene e^, $2 die durch den Punkt 
P gehende Linie Jc zu finden (Nr. 14), schneide man e^ mit 
der Mittelsenkrechten des Affinitatsstrahls P{P)y beziiglich 
P{Py. Es entsteht K^ und durch K^^ femer K^^ P ist die 
Gerade h dargestellt; K^P ist ihr Bild und Ki(P) ihre Um- 
legung, beide sind augenscheinlich von gleicher Lange. 

Wie in vorangehender Nummer, soUen auch hier die 
Spezialfalle ubergangen werden. Nur die Umlegung der Ko- 
ordinatenebene xy mag noch zur Darstellung gelangen, 
weil hierfur wieder besondere Hilfsmittel zu Gebote stehen. — 
Schneidet man (Fig. 66, S. 109) die Hohe ZU des Spuren- 
dreiecks mit dem Kreise XYVW, so entstehen zwei Punkte, 
welche als Umlegungen des Scheitels 0** anzusehen sind, wenn 
die Umlegung in die Ebene P, durch Drehung um p^^ aus- 
gefiihrt wird. Die Figur enthalt (0) als den einen dieser 
Punkte.** Die Strecken (0)X und (p)Y sind die wahren 
Langen der raumlichen Axenabschnitte 0'*X, 0*'Y von den 
Bildem OX, OY. Es sind damit die Massstabe (Nr. 19) 
zweier Axen gefunden. — Beschreibt man um U einen durch 
(0) gehenden Kreis, so schneidet er die in N zu p^ gezogene 
Parallele in D, wobei ND die Distanz der Ebene P ist. Der 
mit ofj bezeichnete Winkel DUN ist der Neigungswinkel der 
Grundrissebene mit den Bildebenen. — Dreht man Y(0) um Y, 
bis (0) nach (0)' in XVF gelangt, so ist {OJ Z die wahre Lange 



* Man wird leicht bemerken, dass die Bilder der Normalen und 
der Falllinien dieselben Ti^ger haben, wenn Projektionsrichtung und 
Spur sich rechtwinklig kreuzen, und umgekehrt. 

** In Nr. 16 sind sie Ui, U^ genannt worden. — Fur die Grundriss- 
ebene sind X, y; OU, jp^l die Bilder zweier Bechtwinkelpaare. Schneidet 
man sie mit Pi und beschreibt man fiber den entstehenden Abschnitten 
als Durchmesser Kreise, so schneiden sich diese in den bezuglich 
g=^Pi zugeordneten Punkten, den Umlegungen von O**, Nr. 10, 14. 
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des raumlichen Abschnittes 0''Z auf z"". Der von (0) beschrie- 
bene Bogen berdhrt (0)X und (0)'^; er gebort dem Axenkreise 
2/^ an. Daa Dreieck (OyZO dient als Massstab fur die z-Axe. 



Fig. 66. 




Die Grundrissebene soil femer um jpj in Pq umgelegt 
werden (Fig. 67, S. 110). Durch X, Y ziehe man parallel mit 
UO bis nach X^, T^ auf j^J. Den iiber -X^Fi als Durchmesser 
beschriebenen Kreis schneidet man mit der in auf pj er- 
ricbteten Senkrechten. In Fig. ist nur der eine dieser Punkte 
{U)q verzeichnet. Durch Weiterkonstruktion der zentrisehen 
Affinitat von der Axe jpj mit U, {U)q als entsprecbenden 
Punkten findet man nun die Umlegungen aller Elemente der 
Grundrissebene. 

48. In der vorangehenden Nummer ist die Aufgabe mit- 
gelost worden, Normalen zu einer gegebenen Ebene dar- 
zustellen. Jene Auflosung ist ohne weiteres umkehrbar; 
dieselbe Figur giebt die auf der gegeben gedachten Geraden 
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•^i; -^2 C"^^) senkrechte Ebene Cj, 63, welche sich nachtraglich 
willkiirlich verschieben lasst. — Im wesentlichen in derselben 
Weise, namlich durch Einfiihrung zweier Bildebenen, lassen 
sich leicht alle metrischen Fundamentalaufgaben losen. Man 
betrachte hierbei etwa Pj als die Zeichnungsflache und be- 

Fig. 67. 




stimme die Orthogonalprojektionen der in Pg liegenden Ele- 
mente auf Pj, was mit Hilfe der Zwischenfluchtlinien leicht 
ausfuhrbar ist. Darauf wende man die bei der orthogonalen 
Axonometrie in Nr. 29 flg. gegebenen diesbeztiglichen Losungen 
an. Einzelne Elemente, fur welche man so jene Orthogonal- 
projektionen auf Pi gefunden hat, wird man schliesslich in 
schiefer Projektion darzustellen haben. Hieriiber soil zunachst 
folgendes Beispiel behandelt werden. 

Fig. 68 (S. Ill) stellt die Bestimmung des Abstandes eines 
Punktes P von einer Ebene Cj, e^ dar. Hierbei ist der Einfachheit 
wegen P^ durch P gelegt worden. In dem beliebigen Punkte 
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J?2 auf Cg trage man nach Richtung und Grosse die Zwischen 
flnchtlinie {N^N^ in Fig. 62) als R^Rn ab. Die durch R 



zu 

% gezogene Parallele en ist die Normalprojektion von e^ auf 
Pj. Nun ziehe man PG senkrecht auf e^, schneide €„ in Fn 
der Normalprojektion des Punktes F^ vom Bilde F^. In jP, 
tragi man auf €„ die Zwiscfaendistanz d^^ ^^^ Fn{F) ab, zieht 
{F)G, die Umlegung der durch G gehenden FalUinie der 
Ebene. Die Senkrechte P(Q) aus P auf {F)G ist die wahre 
Lange des gesuchten 

Pig. 68. 



\ 



c 



/ 



/ 



Abstandes. Es ist nvin 
{Q) die Umlegung eines 
Punktes der FalUinie, 
dessen Normalprojek- 
tion in Q„ liegt, die 
schiefe Projektion aber 
in Q, wobei Qn Q paral- 
lel mit den Pluchtlinien 
2u Ziehen ist. Das axo- 
nometrische Bild des 
Abstandes endlich ist 

PQ. 

Hat man wieder Ge- 
raden und Ebenen in 
senkrechter Lage dar- 
zustellen, was als Detail- 
konstruktion baufig vorkommt, so bietet sich ein weiteres 
Hilfsmittel dar. Man bediene sich namlich der Bilder von 
Rechtwinkelpaaren der Koordinatenebenen. Fur jede dieser 
drei Ebenen kennt man namlich die Bilder zweier Recht- 
winkelpaare, die beiden Axen als das eine, sowie Haupt- und 
FalUinie O^, OU] p^, OV] p^, OW, Fig. 62) als das andere. 
Man verfugt somit fiber alle Bilder von Rechtwinkelpaaren 
der Koordinatenebenen. Befinden sich nun eine Gerade g*" und 
eine Ebene E** (sj, sj, sj) in senkrechter Lage, so sind be- 
ziiglich in xy, xZy yz die Projektionen und Spuren g\ s^\ 
9" J ^2) 9^"> ^3 Paare gegenuberliegender Linien. Die Benutzung 
zweier derselben ist ausreichend. Obgleich die Ausfiihrung 



Digiti 



zed by Google 



112 



Vierter Teil. 



keine Schwierigkeiten bietet, mag deimoch eine solche Kon- 
struktion behandelt werden. 

In Fig. 69 seien das Bild des Axensy stems O.xyZy das 
Spurendreieck XYZ einer Bildebene und das Spurendreiseit 



Fig. G9. 
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hhh 611165^ beliebigen Ebene gegeben. Aus dem Scheitel 0'' 
soil auf die Ebene die Senkrechte n gefallt werden. — \xi xy 
bestimmt man das Bild s^^ n' eines Rechtwinkelpaares etwa 
in folgender Weise. Man schneide s^ mit 0Z7, ziehe dort 
parallel x^ dann schneide man s^ mit y, und ziehe daselbst 
parallel mit p^ Der Schnittpunkt dieser mit x und mit p^ 
gezogenen Parallelen mit verbunden, ergiebt n'. — In xs 
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schneide s^ mit OVy ziehe parallel a:, darauf schneide s^ mit 
z und ziehe parallel jjg? ^^^ entstehenden Schnittpunkt ver- 
binde mit und habe w". — In yz schneide Sj mit OW, 
ziehe parallel Z] schneide s^ mit y^ ziehe parallel p^] schneide 
diese Linien, verbinde mit und habe n'". — Damit sind die 
drei Bisse der Normalen gefanden. Schneidet man w' mit s^, 
w" mit ^2, w'" mit 53 und verbindet man diese Punkte beziig- 
lich mit St, Sy, Sx, so schneiden sich diese drei Geraden im 
Fusspunkte F der Senkrechten. Endlich sind in Fig. F\ F^\ 
F"^ die drei Risse dieses Fusspunktes. 

43. Ein fQr die schiefe Axonometrie charakteristisches 
Beispiel bietet eine zu den Bildebenen senkrechte Ebene E**. 
Sie ist durch ihre Spur (Hauptlinie) e in P (jj^, Piy p^) be- 
stimmt (Fig.70, S.114). — Diese Ebene Pdenke man sich als die 
Zeichnungsflache. — Neben P fiihre man etwa Pq ein, welche 
jene Tafelnormalebene in e^ schneiden soil. Fiir die Bestim- 
mung 4es Bildes e^ weiss man, dass die Orthogonalprojektion 
€n von e^ auf P mit e zusammenfallt. Um e^ zu erhalten, 
trage man von irgend einem Punkte Pn von eS die Strecke 
PnP gleich und parallel NO (der Zwischenfluchtlinie) ab. 
Darauf ist e^ durch P parallel mit e zu ziehen. — Nun sind 
die Schnitte von e mit p^, p^, p^ die Spurenbilder Sj, S^, S^ 
von e. Ebenso wird ^ von j)J, p^, p^ bezQglich in den Spuren- 
bildern SJ, Sg, SJ geschnitten. (In Fig. sind diese Parallelen 
/)J,... aus zu Pi,... unterdruckt worden.) Verbindet man 
die gleichnamigen Spuren von e und e^, so entstehen die 
Spuren s^, Sg, 53 der Tafelnormalebene e, e^, — Indem man 
femer aus S^ auf y und aus S^ auf x „herablotet" (namlich 
Parallelen zu z zieht, damit y, x schneidet) und die Fusspunkte 
verbindet, entsteht die durch S\ gehende Horizontalprojektion 
e^ von Cq (e^). — Die Senkrechte aus 0** auf E** gefallt hat 
zum Bilde die aus O auf e^ direkt gezogene Senkrechte Wq. 
Mit Hilfe von Nq in Cq, Nq in e^ findet man den axono- 
metrischen Grundriss «', des Lotes. Die Figur enthalt ebenso 
den Grundriss c'. — Wiirde man eine andere Bildebene zu 
Grunde legen, in welcher e liegen soil, so wiirde man an 

Woiler, Neue Behandlung der Parallelprojektionen. B 
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Stelle von E (s^^ $2, S3) eine parallele Verschiebung dieser 
Ebene findeu. 

Die Gerade PnP (gleich und parallel mit NO) stellt, mit 
Pn als G (in P gedacht) und mit P als G^ (in Pq liegend) 



Fig. 70. 




eine zu der Tafel normale Gerade dar, namlich durch ihre 
Schnittpunkte 6?, G^ mit P, Pq. 

44. Mit den hier zu Gebote stehenden Hilfsmitteln soil 
nun die Kreisprojektion behandelt werden. Man verzeichne 
die Bilder Cj, e^ der Scbnittlinien der Kreisebene E mit zwei 
Bildebenen P^, Pg. Es sei M (Fig. 71, S. 115) das Bild des Mittel- 
punktes und r der Radius. Auch hier denke man sich P^ als 
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die Zeiclinungsflache und konstmiere die Orthogonalprojektion 
en von e^ auf die Ebene Pj. Zu diesem Zwecke wird aus P^ 
auf ^2 die Strecke P^Fn gleich und parallel der Zwischen- 
fluchtlinie /i^ abgetragen und Cn durch P„ parallel e^ , e^ ge- 
zogen. 1st Pj der Fusspunkt des aus Pn auf ^i gefallten Per- 
pendikels, so ist P^P^ das Bild einer Falllinie der Ebene, 
PiPn deren Orthogonalprojektion auf Pj. Durch M ziehe 
ebenso, mit PjPg parallel, das Bild MM^ der beziiglichen 

Fig. 71. 




Falllinie und verzeichne den M entsprechenden Normalenfuss- 
punkt Mn. (Die Systeme Pg, M, ... und Pn, Mn, ... sind cen- 
triseh-affin mit e^ als Axe.) Hierauf wird die Falllinie des 
Punktes M mit ihrer Normalebene zu P^ (von der Spur 
M^Mn) in Pj umgelegt, was nach Fig. durch Abtragen von 
^12 geschieht. Auf der Umlegung tragt man von {M) aus 
den Radius r nach beiden Seiten ab, es entstehen (C), (D). 
Zu letzteren Punkten findet man die Bilder C, D auf dem 
Bilde der Falllinie. Wie leicht durch Proportionalitat zu be- 
weisen ist, sind hierbei {M)M, {0)0, (D)D parallel. Zu dem 
so gefundenen Durchmesser OD des Kreisbildes ist der in der 
Hauptlinie liegende, AB^ konjugiert. Letzterer projiziert sich 
in wahrer Grosser MA = MB = r. — Durch diese konju- 
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gierten Durchmesser ist das Kreisbild leicht voUstandig zu 
zeichnen (Nr. 6, 11, 12). 

Macht man in MiMn die Strecke M^(My gleich lang 
mit Mi{M)y so ist (MY die Umlegung des Kreiscentrums 
in Pi, veranlasst durch Drehung der Ebene E** um e^. Die 
Umlegung des Kreises ist hierbei der um (M)' vom Radius r 
beschriebene Kreis. Dieser Ereis und das Kreisbild sind ent- 
sprechende Figuren in der centriscben Affinitat mit der Axe 
Cj mit {M)\ Mais entsprechendem Punktepaar. Um beispiels- 
weise die Axen des Kreisbildes zu finden, lege man durch 
My (My einen Kreis, dessen Centrum in e^ liegt. Seine 
Schnittpunkte mit e^ werden mit (My verbunden. Die in 
diese Linien fallenden Durchmesser des Kreises haben die 
Axen des Bildes zu ihren entsprechenden Linien. Die an 
den Kreis parallel mit (My M gelegten Tangenten beriihren 
das Kreisbild u. s. f. 

Die umgekehrte Aufgabe, die Lage der Kreisebene 
zu finden, wenn das Kreisbild bekannt ist, lasst sich in fol- 
gender Weise losen. Zwei konjugierte Durchmesser des Bildes 
seien A^ B* C, D. Durch ihre Endpunkte lege man proji- 
zierende Linien und schneide eine zu diesen normale Ebene 
N in A'y JB^] C\ D\ Hierauf konstruiert man die Axen der 
in N liegenden Ellipse, welche A!^ jB'; G\ D' zu konjugierten 
Durchmessem hat. Sind der Lange nach m die halbe grosse 
und n die halbe kleine Axe, so lege man durch die grosse 

Axe zwei Ebenen, welche zu N unter den Winkeln arc cos y — j 

geneigt sind. Die eine wie die andere dieser Ebenen giebt 
die Lage der Kreisebene an. 

45. Um die Unterscheidung der Sichtbarkeit und 
Unsichtbarkeit einzelner Telle der Figuren (worauf bisher 
keine Riicksicht genommen wurde) durchfiihren zu konnen, 
hat man sich an den Grundsatz zu halten: Wenn die Bilder 
zweierPunkte sich decken, so ist derjenige von ihnen 
sichtbar, welcher dem Auge naher liegt, der andere 
ist durch ihn verdeckt. 
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Diese Unterscheidung soil an einera Beispiele mit Fig. 72 
voUstandig durchgefiihrt werden. — Ffir eine Darstellung in 
orthogonaler Axonometrie ist genau derselbe Weg einzn- 
sclilagen. — Die Figur enthalt die Axenprojektionen x, y, Z] 
ein Spurendreieck XYZ- eine Gerade g, g\ welche das Dreieck 
ABC, AlB^C^ in D, D' schneidet. (Zur Bestimmung von D 

Fig. 72. 




hat man g mit der Geraden in ABC, deren Grundriss in g^ 
fallt, geschnitten.) — Von D' aus ist g^ nach der einen Seite 
hin sichtbar, nach der anderen unsiehtbar. Fur diesen Grund- 
riss ist das Ange als unendlich femer Punkt der Z-Axe zu 
betrachten und man hat nur anzugeben^ in welchem Sinne die 
^-Axe zu durchlaufen ist^ um das Auge zu erreichen. In 
Fig. ist dies durch Eintragung eines Pfeiles geschehen. In 
1', 2' decken sich die Grundrisse zweier Punkte, deren Bilder 
1 auf g und 2 auf AB liegen. Offenbar ist der letztere 
Punkt der dem Auge naher gelegene und somit wird bei 1', 2' 
die Gerade g^ durch A'B^ verdeckt. Darauf ist g' von 1', 2' 
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bis -D' unsichtbar u. s. £ — In derselben Weise hat man 
Auf- und Seitenriss zu beurteilen und es werden die ausge- 
zeichneten Halbaxen unabhangig voneinander gewablt. 

Es bleibt noch zu entscbeiden, ob beztiglich des axono- 
metrischen Bildes g rechts oder links von D aus sichtbar ist 
Hierbei hat man einen der scheinbaren Schnittpunkte von g 
mit AG oder BC zu untersuchen. In dem ersteren decken 
sich der Punkt 3 von g mit 4 von AC] ihre Grundrisse sind 
3' auf g^ und 4' auf A'C\ Das Auge befindet sich unendlich 
hoch, in der Richtung jp** oder OO'' iiber der Zeichnungsflache. 
Ob nun aber 3 oder 4 diesem Auge naher liege, kommt auf 
die Lage der Axen a?'*, j/**, ^'* an. 

Das Spurendreieck XYZ hat einen bestimmten Hohen- 
punkt N und eine Distanz ND «= NO^, wobei 0** um diese 
Distanz vertikal iiber oder unter N gelegen sein muss. Darauf 
sind 0''X-=- a?'', ... die raumlichen Axen. Von diesen beiden 
Punkten O** hat man den einen oder den anderen als 
den Scheitel des raumlichen Axensystems zu wahlen. 
Indem man den unter der Ebene XYZ liegenden wahlt, ent- 
halt Fig. 72 die Bilder der Halbaxen x"", y% z% die von dem 
Scheitel aus nach oben, also nach dem Auge bin, auseinander- 
gehen. (Nebenbei gesagt ware hier der Punkt 0*" durch die 
Ebene XYZ verdeckt.) Von jenen Punkten 3'', 4*", deren 
Bilder sich decken, ist nun ofifenbar 3** dem Auge naher, 4** 
also verdeckt. (Von den durch diese Punkte 3'', 4*" gelegten 
Bildebenen Pg, P^ liegt die erstere dem Auge naher wie die 
letztere.) Und bei 3, 4 ist die Seite AC durch die Gerade g 
verdeckt. Darauf bleibt g bis D sichtbar u. s. f. 

Hatte man sich vorhin fiir den anderen Punkt O** ent- 
schieden, so wiii'de bezuglich 3, 4 die Entscheidung das ent- 
gegengesetzte Resultat liefern und man hatte fiir ABGy g^ D 
die sichtbaren und die unsichtbaren Elemente (abgesehen von 
den Umrissen) miteinander zu vertauschen. Jedes axono- 
metrische Bild gestattet eine doppelte Auffassung, 
wobei, abgesehen von den Umrissen, die sichtbaren 
und die unsichtbaren Teile miteinander vertauscht 
werden (vergl. Nr. 47). 
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Als nicht verbindliche Kegel fur axouometrische Darstel- 
lungen, bei denen Sichtbarkeit und Unsichtbarkeit fiir das 
Bild unterschieden werden soU^ mag folgende aufgestellt 
werden. Man hebe, wie in Fig. 72, die nach dem Ange (nach 
oben) bin auseinandergehenden Halbaxen durcb starkere 
Zeicbnung bervor. 

— Wenn man mit Hilfe der Reduktionsmassstabe der drei 
Axen, bei bekannten Axenbildem das axonometrisebe Bild 
eines auf die raumlichen Koordinatenebenen bezogenen Gegen- 
standes zeichnen will, so kann man jede der positiven raum- 
licben Koordinatenaxen auf jede der beiden gleichbenannten 
Halbaxen des Bildes beziehen. Es entsteben dann 8 verschiedene 
Bilder und jedes derselben gestattet die genannte doppelte Auf- 
fassung. Im ganzen wiirden so 16 verschiedene Bilder entsteben. 

46. Die samtlicben Spezialfalle der scbief-axono- 
metrischen Darstellung lassen sich dadurch gewinnen, dass 
man das Spurendreieck XYZ und die Lage des Punktes 
zu diesem Dreiecke in besonderer Weise wahlt. Es soUen 
bier die bauptsacblichsten dieser Spezialfalle soweit behandelt 
werden, dass die Konstruktionen dieses Abscbnittes auf sie 
angewendet werden konnen. ' 

Erster Spezialfall. Fur ein beliebiges Spurendreieck 
liege der Punkt in der Seite p^ dieses Dreiecks; es sei so- 
mit die Projektionsrichtungp'' der Koordinatenebene x^y^ paral- 
lel. Die Axenbilder Xy y fallen inp^yZ nach OZ (Fig. 73, S. 120). 
Die verschiedenen Spurendreiecke der Bildebenen werden mit 
Hilfe der Seiten p^^ p^y die sich auf z schneiden, verzeichnet. 
Die Bestimmung ihrer Zwischenfluchtlinien und Zwischendist- 
anzen bietet keinerlei Schwierigkeit. 

Fiir die Darstellung des Punktes ist zu beachten, dass 
P, P", P'" in einer Parallelen zu a; = y « i^^ liegen, wobei 
nach Sinn und Grosse P'^P^ P^P"' ist, wobei P^ den Durch- 
schnitt jener Parallelen mit z bedeutet. Die Figur enthalt 
die Bestimmung der Bildebene P^ durch den Punkt P, wobei 
eine zu p^ parallele Hilfslinie m benutzt worden ist; dabei 
sind m, m" parallel p^, w'" parallel z, — Die Grundrisse wird 
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man hier vermeiden und sich auf den Auf- und Seitenriss 
beschranken, sowohl fiir Punkte als fiir Geraden. In den 
Ebenen der letzteren, xz und yZj sind bezuglich re, ^;i?2 7 ^^ 
und y, ;?; ^3, OTF die Bilder je zweier Rechtwinkelpaare. 

(Ersetzt man das Spurendreieck der Ebene P durch sein 
koordiniertes (Nr. 60, 61), so wird in der Seite ^i* liegen; 
dieser Spezialfall reproduziert sich bei jenem tTbergang.) 



Anmerkung. Man wird sich mit dem Spezialfalle, bei 
welchem in eine Ecke des Spurendreiecks fallt, nicht be- 
schaftigen. Denn es ist alsdann das axonometrische Bild 
lediglich eine schiefe Projektion eines der Risse in den Koor- 
dinatenebenen und es wird die axonometrische Darstellung 
iiberhaupt unbestimmt. 

Zweiter Spezialfall. Die Ecke Z des Spurendreiecks 
liege unendlich fern, die Axe z^ sei mit P parallel. Die 
Seiten jpg, i?3 des Spurendreiecks stehen (Nr. 28) auf pj senk^ 
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reclit. Tm iibrigen habe das Scheitelbild keine spezielle 
Lage (Fig. 74). — Der Hohenscbnitt N in XYZ liegt bei U 
in Pi (dieser Punkt ist ausnahmsweise durch das Spurendreieck 
noch nicht bestimmt, sondern er kann innerhalb XF an be- 
liebiger Stelle liegen). Die HobenfusspunkteF, W liegen heiX^Y. 
Zur Bestimmung der Distanz beschreibt man iiber XY einen 
Halbkreis, welcher die aus N zm 2 gezogene Parallele in einem 

Fig. 74. 




Distanzpunkte D schneidet. — Fiir die Koordinatenebene 
x'^y'' sind x, y^ p^, ON die Bilder zweier Rechtwinkelpaare. 
Fiir die ubrigen Koordinatenebenen sind nur die beiden Axen- 
bilder als gegeniiberliegende Linien bekannt. Andere Bilder 
von Rechtwinkelpaaren wird man durch Umlegung bestimmen^ 
z. B. OW^y OW^ fiir die Ebene y0. 

(Die Spurendreiecke der koordinierten Schar (Nr. 60) 
baben offenb?ir im allgemeineu keine unendlicb feme Eckel 
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Bedient man sich eines dieser koordinierten Spurendreiecke^ 
so treten die Konstruktionen des allgemeinen Falles auf.) 

Dritter Spezialfall. Die Ecke Z des Spurendreiecks 
liege unendlich fern und zugleich der Puiikt in der Seite 
XY oder ^j. Wie im vorigen Falle (und in Nr. 28) wird 
die Lage des Scheitels 0'' durch den Punkt 'B in ^^ bestimmt, 

Fig. 75. 




welcher auf jeden Fall zwischen X und Y liegen muss. Die 
Umlegung der Grundrissebene liefert dann sofort (0), die 
Distanz d^ den Projektionswinkel g? u. s. f. (Fig. 75). 

Die Umlegung der zweiten und dritten Koordinaten- 
ebene geschieht wie bei dem zweiten Spezialfalle. Hierbei 
kann namentlich einer der Punkte (O'") — aus Fig. 74 auf 
Fig. 75 (ibertragen gedacht — nach fallen. Fiir eine solche 
Eoordinatenebene sind das Originalsystem und das Bildsystem 
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kongruent, also die gegenuberliegenden Linien des Bildes 
samtlich Rechtwinkelpaare' u. s. f. 

(Das koordinierte Spurendreieck X* Y*Z* (Nr. 60) zeigt 
das namliche Verhalten wie XYZ.) 

Vierter SpezialfalL Bei dem Spurendreiecke XYZ 
mit unendlich femer Ecke Z kann in die Seite p^ (oder 
p^ fallen (Fig. 76). Es werden dann alle Seiten p^jPtJ--- 

Pig. 76. 




der Spurendreiecke mit z zusammenfallen. Fiir jeden Punkt 
P^ liegen P', P, P'" in einer Parallelen zu a; « ^ und es ist 
nach Sinn und Grosse P'Py^PP''', Urn P^ durch P'' zu 
legen^ ziehe man p\ durch P', schneide y und ziehe pj parallel 
p^. Die Ebenen P sind namlich mit 0^* parallel^ weshalb die 
ersten Spuren p^ durch die Grundrisse der in P liegenden 
Punkte gehen. Hiernach lasst sich der Schnittpunkt einer 
Geraden mit einer Ebene P leicht angeben, sein Grundriss 
liegt wieder in p^. 
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(Durch den Ubergang vom Spurendreiecke XYZ zu einem 
koordinierten geht dieser Spezialfall in den ersten iiber.) 

Fiinfter Spezialfall. Die Axe y^ stehe auf P senk- 
recht; die Ecken X^ Z aller Spurendreiecke liegen unendlich 
fern (Fig. 77). Vom Spurendreiecke der Bildebene P bleiben 

Fig. 77. 




El-^ 



P'" in Ph 



nur Fj i?i, i?3 im Endlichen, wobei p^j p^ aufeinander senkrecht 
stehen. Die Distanz d== N(0) ist eine uhabhangige Grosse. 
Fiir die durch P gehende Bildebene P^ liegen P' in ^}, 
weil namlich ^'' und x*" den Bildebenen parallel 
sind. — Bei der Umlegung der Ebene y'' 0'' um pg in P 
gelangt 0** nach Oy^. Ebenso ist O^y die Umlegung des 
Scheitels, wenn die Ebene x*'y^ um p^ in P umgelegt wird. — 
Fur die Koordinatenebene x''0'' sind Original und Bild kongruent. 
(Ersetzt man XYZ durch das koordinierte Spurendreieck 
jif*F*^*, so entsteht eine Modifikation des allgemeinen Falles. 
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Es fallt namlich in die Hohe r*F*, weshalb somit die Flucht- 

linien einer der Hohen dieses Spurendreiecks parallel laufen,) 

Sechster Spezialfall. Es sei wieder eine Axe, y^^ auf 

den Bildebenen P senkrecht und es falle zudem die Projektions- 



Plg. 78. 




^^Pj 



richtung in eine Koordinatenebene x''y''. Die Ausartung des 
Spurendreiecks XYZ ist wie beim vorangehenden Spezialfalle. 
Femer liegt in p^ und die Distanz d = N{0) ist unabhangig. 
In Fig. 78 sind fur diesen Fall die Projektionen eines 
Punktes P' (mit P'' P ==' F, P'") und die Spur pi der durch 
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ihn gehenden Ebene P^ verzeichnet, wobei pi durch P'" zu 
Ziehen ist (jp\ fallt in ^^ iind pi liegt unendlich fern). 

Eine Ebene E*" wird durch die zweite und dritte Spur 
Sg und ^8, die sich auf schneiden, dargestellt. In Fig, sind 
ihre Schnitte e, c^, e^^ s^ mit P, P^, Pq eingetragen. (Auch 
beim vorangehenden Spezialfatle stimmt die Eoordinatenebene 
x*'0'' mit der Bildebene P^ (iberein*) 

Die Gerade g'' ist in Fig. durch g^ g^\ gf'", Sg, S^ dargestellt. 
g^ liegt in a; -= y, ebenso S^ (letzteres zugleich auf jr). Die 
Schnittpunkte der Geraden mit den Ebenen P, Pj, Pq haben 
in gewohnter Bezeichnung die Bilder 6r, Gj, Gq «= /Sg, die 
Seitenrisse dieser Spuren in den Bildebenen liegen allemal in 
den zugehorigen Bildebenenspuren p^. 

Beziiglich der Eoordinatenebenen vergleiche man den 
5. Spezialfall. 

(Der (Jbergang zu dem koordinierten Spurendreiecke 
X*Y*Z* fiihrt diesen in den dritten Spezialfall iiber.) 



Punfter TeU. 

Der Znsammenhang zwischen Objekt, Frojektions- 
richtnng und Bild bei der Orthogonalprojektion. 



47. Um ein Objekt des Raumes, bezuglich den Raum 
selbst, orthogonal zu projizieren, wird man die Lage der pro- 
jjzierenden Linien zu dem Objekte festsetzen. Somit hat man 
iiber zwei Bedingungen zu verfiigen: es hangt eine Ortho- 
gonalprojektion von zwei wesentlichen Bedingungen 
ab. Durch die Wahl der Richtung der projizierenden Linien 
namlich ist die Stellung der Bildebene mitbestimmt; Parallel- 
verschiebung der letzteren andert das Bild nicht. — Das 
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„Auge" befindet sich auf den projizierenden Linien in unend- 
licher Feme, die Sehstrahlen sind iibereinstimmend parallel; 
den in ernen Projektionsstrahl p^ fallenden Sehstrahl kann 
man nach der einen oder nach der entgegengesetzten Seite 
bin gerichtet annehmen. In beiden Fallen geschieht die Ab- 
bildung genau in derselben Weise, indem aus jedem Punkte 
des Objektes derselbe Bildpunkt entsteht. Aber es wird das 
Objekt in den beiden Fallen von entgegengesetzter Seite aus 
betrachtet, wodurch die sichtbare nnd onsichtbare Oberflachen- 
halfte mit einander vertauscht werden. Jede Orthogonal- 
projektion gestattet daher diese doppelte Auffassung 
des Bildes. Abgesehen von den Umrissen 'Werden bei 
der einen^ im Gegensatze zu der anderen, die sicht- 
baren und die unsichtbaren Oberflachenteile mitein- 
ander vertauscht. 

Wflrde man in der festgedachten Bildebene P die Bilder 
der Objekte nicht nur gestaltlich, sondem auch bezuglich 
ihrer Lage innerhalb P unterscheiden woUen, so wiirde man 
finden, dass eine Orthogonalprojektion von ftinf Bedingungen 
abhangig ist. Zu den zwei bereits genannten Bedingungen^ 
die sich auf die Lage der Projektionsrichtung zu dem Objekte 
beziehen, wurden die drei weiteren hinzutreten , von denen 
die Lage des Bildes in der Ebene P abhangt. 

In alien folgenden Fallen soil nun die Lage des Bildes 
in der Ebene P gleichgtiltig sein^ ebenso auch die Lage des 
Objektes im Baume. — Das Objekt sei durch o Bedingungen 
(unabhangige Bestimmungsstucke) bestimmt. Dann hat man 
fiir die Wahl des Objektes und die Stellung der Projektions- 
richtung zu demselben zusammen fiber o + 2 Bedingungen zu 
verfiigen. Weiter sei das Bild eine solche ebene Figur, die 
durch b Bedingungen bestimmt wird. — Ist das Bild eines 
vorgestellten Objektes gegeben, so hat man bereits 
fiber b Bedingungen verffigt, und man wird ffir das 
Objekt und die Stellung der Projektionsrichtung zu 
demselben zusammen noch fiber a; « o + 2 — fe Bedin- 
gungen verffigen dfirfen. Darauf mussen das Objekt und 
die Abbildung, welche das gegebene Bild liefert, bestimmt 
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sein; es muss im allgemeinen eine endliche Zahl von Losungen 
moglich sein. ^ 

Anstatt von der Lage der Projektionsrichtung zu dem 
Objekte zn sprechen, kann man als damit vresentlich gleich- 
bedeutend darunter die Stellung des Objektes zu dem Bilde 
verstelien, vrobei beliebige Parallelverschiebung in zu der 
Bildebene normaler Richtung gestattet ist. 

Die hier aufgestellte Formel a; «=» o + 2 ~ 6 soil nun an 
einigen Beispielen naher erlautert werden, Darauf wird, 
ebenfalls in dieser Nummer, auf einige Ausnahmefalle hin- 
gewiesen, in denen die Formel nicht melir besteht. Die fol- 
genden Nummem enthalten ausgefQhrte Anwendungen. 

a) Ein ebenes Polygon von n Ecken und Seiten, im 
iibrigen von allgemeiner Form, als Objekt, wird durch 
= 2 « — 3 Stiicke (Bedingungen) bestimmt. Fiir sein Bild 
ist gleicherweise 6 « 2 n — 3. Es folgt somit x ^ 2, 

Wenn man das Bild eines Polygons kennt, so darf man 
dem Originale zwei Bedingungen auferlegen, darauf sind das 
Original und die Lage der Projektionsrichtung zu demselben 
bestimmt. Mit der Lage der Projektionsrichtung in Bezug' 
auf das Original ist nun auch die Stellung des Originals zu 
dem Bilde bestimmt. Hierbei sind die Richtung der Spur ia 
der Ebene des Bildes und der Neigungswinkel der Original- 
ebene zu der Bildebene massgebend. 

Anstatt dem Originale zwei Bedingungen aufzuerlegen, 
kann man auch die Lage der Originalebene zu dem Bilde be- 
liebig wahlen. Dadurch ist das Original eindeutig bestimmt^ 
denn es entsteht dadurch, dass man die Originalebene mit 
den durch die Bildpunkte gezogenen projizierenden Strahlen 
schneidet. 

Eine dritte Moglichkeit ware, die beiden Bedingungen 
auf das Original und die Stellung der Originalebene zu dem 
Bilde zu verteilen, etwa in der Weise, dass man die wahre 
Grrosse eines Stiickes (Strecke, Winkel) des Originals und 
den Neigungswinkel beider Ebenen oder die Richtung der 
Spur der Originalebene angiebt. 
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b) 1st das Objekt eine n seitige korperliche Ecke, so 
besteht das Bild aus n Strahlen aus einem Punkt. Man wird 
finden o = 2w~3; 6 = n — 1, die Winkel, welche einer jener 
n Strahlen in P mit den w — 1 iibrigen bildet, bestimmen 
das Bild. Es folgt re « w. Die naheliegendste Verfilgung iiber 
diese n Bedingungen besteht darin, dass man die n Winkel, 
welche die Projektionsrichtung mit den n Strahlen der Original- 
ecke bilden soil, einzein angiebt. Hierdurch ist in der That 
das Objekt (mehrdeutig) bestimmt. 

c) Fiir ein beliebiges Trieder ist o = 3, 6 = 2; a; « 3. 
Bei gegebenem Bilde hat man drei verfiigbare Bedingungen. 
Man kann also ein gegebenes Trieder stets so orthogonal 
projizieren, dass ein gegebenes Bild entsteht. 

Sind die Kanten a**, h'', c*" des Trieders paarweis zu ein- 
ander senkrecht, so hat man o«=0, 6«=2;ic = 0. Das „Axen- 
system" wie das Trieder jetzt heissen soil, hat kein Bestim- 
mungsstiick. Da a; = 0, so folgt, dass durch das Bild allein 
das Original und dessen Stellung zu dem Bilde bestimmt sind. 
— Die folgende Abzahlungsweise fiihrt zu demselben Resul- 
tate. Drei durch einen Punkt gehende, in P liegende Geraden 
seien das Bild eines Trieders. Dann ist nach oben a; = 3. 
Uber diese drei Bedingungen kann man so verfugen, dass 
man die drei Seiten (Kantenwinkel) des Objektes samtlich 
gleich 90^ annimmt. Dann muss die Lage des Axensy stems 
zu dem Bilde bestimmt sein. 

Sind nur zwei Kantenwinkel, etwa a''b*' und a''c'', rechte, 
so hat das Trieder ein Bestimmungsstiick, namlich den Kan- 
tenwinkel h*'c*'. Es folgt somit = 1, 6 = 2; a;««l. Kennt 
man das Bild, so hat man fiir das Original und die Lage der 
Projektionsrichtung zu dem Originate zusammen iiber eine 
Bedingung zu verfiigen. Angenommen, es sei die wahre Grosse 
des Winkels fe'*c'" oder a*" bekannt, so wird das Original nach 
Fig. 79 (S. 130) konstruiert. Man zieht die Spur s^*^> senkrecht 
zu a, etwa durch T auf a gehend, schneidet die Bilder ft, c 
in /S*, S^. Durch letztere Spuren legt man einen Kreis, dessen 
Punkte, mit jenen verbunden, Verbindungslinien liefern, die 
sich unter dem a'' gleichen Winkel (a) schneiden. Wird a 

Weiler, Neae Behandlung der Farallelprojektionea. ^ 
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von diesem Kreise in (S) geschnitten, so beschreibe man den 
durch (/S) gehenden Kreis vom Centrum T, schneide ihn mit 
der in S auf a errichteten Senkrechten in (S'*), errichte in 
(5'*) auf T(S'') eine Senkrechte und schneide a in S" Nun 
sind /S«, S'^y S^ die Spurpunkte der Triederkanten in der Zeich- 
nungsflache und 5** liegt um S(S'') vertikal fiber (unter) S. 




d) Besteht das Objekt aus n Geraden eines Biischels, 
so findet man o = b = n — 1] x = 2, Man darf die Stellung 
der Originalebene zu dem Bilde wahlen, dann ist das Original 
durch das Bild bestimmt. Setzt man aber zu zwei Winkeln 
die Originalgrossen fest, so kann man umgekehrt die Stellung 
der Originalebene finden; in erster Linie ist aber unter 
dieser Voraussetzung das Original des Btischels bestimmt, 
vergl. Nr. 1. 

Wenn die n Strahlen a'', fe '',... in der Originalebene parallel 
sein soUen, so miissen auch die Bilder a^h^.,. parallel sein. Die 
Werte o = 6==w— 1; a; = 2 gelten noch. Die Abschnitte 
aller Transversalen der Originalgeraden und die samtlicher 
Transversalen der Bildgeraden ergeben beiderseits dieselben 
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Teilverhaltnisse. Bei gegebenem Bilde kann man hochstens 
liber die gegenseitige Lage (den Abstand) zweier Original- 
geraden verfiigen, so sind die iibrigen Strahlen bestimmt.* 
Die zweite Bedingung oder beide Bedingungen beziehen sich 
auf die Lage der Originalebene zu der Bildebene. 

Schliesslich bestehe das Objekt aus zwei Geraden a^,h^ 
durch den Scheitel P'*. Es seien a, 6, P die beziiglichen 
Bilder. 1st 9'* der von a^ mit h^ eingeschlossene Wink el, 9 
sein Bild und sind a**, h^ zu a, h (oder zu P) unter den Win- 
keln a J /3 geneigt, so sind von den vier Stiicken (p^'y a^ ^^ (p 
je drei unabhangig. Es kommen namlich (p^'^ 90 — a, 90 — /3 
als Kantenwinkel und 9 als der q)^ gegeniiberliegende Plachen- 
winkel "einer korperlichen Ecke voin Scheitel P'' vor. Es 
kommt die Angabe von (p^ oder 9 je einer Bedingung gleich. 
Die Angabe der Grosse eines Winkels des Originals 
oder des Bildes ist eine einfache Bedingung. (Ander- 
seits hat man fiir diesen Winkel o = fc=l,:K = 2; ist das 
Bild bekannt, so kiann man beziiglich des Winkels und die 
Lage seiner Ebene zu dem Bilde liber zwei Bedingungen ver- 
fiigen.) — Wenn g?'' = 90^, so darf == 0, ft = 1; x =\ ge- 
setzt werden. Die Angabe der gegenuberliegenden 
einer gegebenen Riehtung des Bildes zahlt fiir eine 
Bedingung. Ist das Bild eines rechten Winkels gegeben, 
so wird die Lage des letzteren zu seinem Bilde von einer 
weiteren Bedingung abhangig sein. Sie ist z. B. bestimmt, 
wenn man die Neigung des einen vSchenkels zu der Bildebene 
kennt. 

e) Ist das Original ein Tetraeder, so muss das Bild ein 
Viereck sein Es bestehen die Zahlenwerte = 6, 6 = 5; x = ^, 

Man setze die Langen dreier anstossenden Kanten A^B^, 
A'-C, A'^D'^ (des Tetraeders A'B'^C^D''^ von gegebenem Bilde 

* Die unendlich fernen Geraden von Original- und Bildebene ent- 
sprechen sich. Zu ihnen sind alle Geraden ihrer Ebenen als parallel 
anzusehen, daher diese Unbestimmtheit in der Bichtung der Transver- 
sal en im Gegensatze zu Nr. 1; a% fe*" . . . und a, 6, ... werden bier von 
irgend zwei Transversalen ihrer Ebenen in 'ahnlichen Reihen ge- 
schnitten. 

9* 
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ABCD) fest. Wahlt man A*" in der projizierenden Linie des 
Bildpunktes A^ so giebt es fiir B''^ C", D*" je zwei Lagen 
■^iS ^2^^ ^^^^ ^ ®*c- S^ entstehen die acht Originaltetraeder 
A'^Bj^Cj^D^'', A^B{C{^J){^ ... welche paarweise in Bezug auf 
die durch A^ gehende mit P parallele Ebene orthogonal -sym- 
metrisch sind. 

f) Fiir eine einzelne Strecke A^B"^ als Objekt hangt die 
Lage der Projektionsrichtung p'' von nur einer Bedingung 
ab. Es kommt allein auf den von j)'' mit A^'B^ gebil- 
deten Winkel an. Die aufgestellte Formel geht Tiber in 
iT = + 1 - fe = 1 + 1 - 1 « 1. 1st das Bild AB der Strecke 
bekannt, so kann man fiir die Strecke und ihre Lage.zu dem 
Bilde eine Bedingung fordern. In der Kegel wird man ent- 
weder die Lange von A^B"^ wahlen (dann ist die Lage be- 
stimmt) oder den Neigungswinkel mit der Projektion (wo- 
durch die Lange bestimmt wird). — In dem Trapeze 
A^B'^AB sind die Langen A^B^'y AB und die Differenz 
A^A — B^B abhangig. Durch zwei dieser Stiicke ist das 
dritte bestimmt: Die Angaben einzelner Strecken des 
Originals oder des Bildes sind einfache Bedingungen. 

Fiir einen Kreis wird ebenfalls die Lage der Projektions- 
richtung zu dem Objekte von nur einer Bedingung abhangen, 
s. folg. Nummer. 

48. Ist das Objekt ein Kreis, so hangt die Lage der 
Projektionsrichtung zu demselben von nur einer Bedingung 
ab und es besteht die Formel ir = o + I — ft. Dabei ist weiter 
— 1, denn der Kreis ist durch seinen Radius bestimmt, also 
ist a? = 2 — ft. In dieser Formel aber ist x «*0, denn wenn 
das Bild gegeben ist, so ist auch das Original bekaunt (Nr. 35). 
Schliesslich folgt ft = 2, das Kreisbild ist durch zwei 
Stiicke oder Bedingungen bestimmt. 

Letzteres Resultat lasst sich leicht bestatigen. Die Kreis- 
bilder unterscheiden sich * lediglich durch die Langen ihrer 

fly 4/2 

Axen. (Sie sind in der Gleichungsform -g + f2 = 1; ^^^o- 
gen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, samtlich ent- 
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halten und es sind darin a und 6 willkurlich.) — Der Lage 
und Gestalt nach hangt bekanntlich ein Kreisbild von fiinf 
Bedingungen ab, es ist z. B. durch fimf Elemente bestimmt. 
Da hiervon drei sich bloss auf die Lage in der betrefifenden 
Ebene beziehen, verbleiben fiir die Unterscheidung ihrer Ge- 
stalt noch zwei Bedingungen. (Von den fiinffach unendlich 
vielen Kreisbildern in einer Ebene sind je dreifach unendlich 
Viele kongruent.) 

Wenn man in der Bildebene iiber die Bilder der Recht- 
winkelpaare eines ebenen Systems verfiigt, so entfallt hier- 
auf nur eine Bedingung, so lange namlich, wie hier stets voraus- 
gesetzt wird, beliebige Parallelverschiebungen und Drehungen 
der Figuren ohne Einfluss sind. Abgesehen von dem Zusam- 
menhang mit den Kreisbildern kann man namlieh alle diese 
Systeme der Rechtwinkelpaarbilder, die moglich sind, an dem- 
selben Scheitel der Bildebene vereinigen und so drehen, dass 
ihre „Axen" (d. i. ihre reehtwinkligen Paare) sich decken. 
Wenn man dann zu einem Strahle a aus den gegenuber- 
liegenden a^ festsetzt, so sind alle die Paare des Systems be- 
stimmt (Nr. 3). Indem man den a zugeordneten Strahl a^ 
auf alle mogliche Weise wahlt,* entstehen alle die genannten 
Systeme, welche sich somit in der That als von nur einer 
Bedingung abhangig zeigen. 

Durch Angabe dieses Systems der gegendberliegenden 
Linien und durch eine weitere Bedingung ist nunmehr das Kreis- 
bild bestimmt. In Fig. 80 (S. 134) seien am Scheitel P gegeben 
die ausgezeichneten gegenuberliegenden Linien i, \ und das 
Paar a, a^. Auf i soil das Kreisbild den Abschnitt FP^ 
liefern; man kSnstjruiere das Kreisbild. Wiirde man a, a^ zu 
einem Parallelogramm erganzen, dessen P gegeniiberliegende 
Ecke in P^ liegt, so waren die zwei iibrigen Ecken Punkte 
des Kreisbildes. Um aber die zweite Axe, welche in die 
Mittelsenkrechte g der Strecke FP^ fallt, zu finden, wahlt man 



• Bekanntlich kommen nur die FUlle in Betracht, in denen a, a^ 
znsammen durch alle vier von den Axen gebildeten Quadranten hin- 
durchgehen (Nr. 2). 
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g als Anschlusslinie. Die dem Punkte P zugeordneten Punkte 
liegen ofifenbar auf i und auf demjenigen Kreise, dessen Durch- 
messer der auf g durch a, a^ gebildete Abschnitt ist. Sie 
sind Qy JR. Der liber QU als Durchraesser beschriebene Kreis 
vom Centrum J schneidet g in den Scheiteln Ny N^ dieser 

Pig. 80. 




Axe. Denn jeder durch y, JB gelegte . Kreis schneidet g in 
einem solchen Punktepaar, dessen Verbindungslinien mit P 
gegeniiberliegende sind. Das Paar PN, PiV^ liegt hierbei 
symmetrisch zu i und der Rhombus PNP^N^^ ist dem Kreis- 
bild eingeschrieben. — Wenn in Fig. 70 die Linien a, a^ 
rechtwinklig sind, so fallen Qj E nach P, P^ und es werden 
NN^ und PPi von gleicher Lange. Das Kreisbild ist dann 
selbst ein Kreis. Ist APA^ ein spitzer Winkel, so liegen 
Qy E zwischen P und P^ und es wird PP^ die grosse, NN^ 
die kleine Axe sein. Wenn endlich APA^ ein stumpfer 
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Winkel ist, so wird FP^ die kleine und NN^ die grosse Axe 
des Kreisbildes sein. 

Kreise in parallelen Ebenen, von beliebigen Radien, pro- 
jizieren sich als ahnliche Bilder in paralleler Lage. Ein ein- 
faches Beispiel bietet der abgekiirzte gerade Kreiskegel mit 
den Basiskreisen A;/, Jc/. Die Bilder Ajj, k^ sind ahnlich und 
in paralleler Lage, ihre kleinen Axen liegen in einer Geraden, 
in welche das Bild der Axe des Kegels fallt und auf welcher sich 
die Umrisserzeugenden schneiden. Es besteht hier die Formel 
x^o + l—b^O. Die Lage der Projektionsrichtung zu dem 
Kegel hangt von nur einer Bedingung ab und durch sein 
Bild ist der Kegel' bestimmt. 

49. Wenn das Bild ABCD. . . eines ebnenen Polygons 
A^'B^C^D^, yQjj ^ Ecken und Seiten gegeben ist, so kann 
man nach Nr. 47, a) beztiglich des Originals und die Stellung 
seiner Ebene zu dem Bilde noch liber zwei Bedingungen 
verfiigen. 

Wahlt man die Originallangen zweier anstossenden Seiten 
J.'-i)*'-, B^'C'' (gleich oder grosser wie AB^ ^Cj, so lasst sich 
das Original bestimmen. Hierbei wird die Ecke B^ beliebig 
vertikal fiber B angenoiumen. Darauf giebt es zwei vertikal 
uber A liegende Punkte A{, 4j, so dass ^jJB'', A^B"^ die 
Lange von A^B^ haben. Ebenso findet man mit Hilfe der 
zweiten Originallange zwei Punkte C[, (7^ liber G. Zn dem 
Dreiecke J.-BC als Bestandteil des Bildes gehoren die Dreiecke 
^JJS'-Oj, A^B^C^^', ^{B^C^j AlB^C{ als Bestandteile des Ori- 
ginals. Die Originalebene ist damit vierdeutig bestimmt. Fiir 
jede dieser Lagen lasst sich das Original mit Hilfe der pro- 
jizierenden Linien durch D, E, ... vervoUstandigen (Nr. 47, a). 
Aus den bestehenden symmetrischen Lagen von J.^^, 4^; Cj, C^ 
in Bezug auf die durch -B'' zu P gelegte parallele Ebene folgt, 
dass zwei verschiedene Originalfiguren, jede in zwei symme- 
trischen Stellungen zu der Bildebene, vorhanden sind. — In 
gleicher Weise findet man A^B^C^B^ . . .y wenn zu zwei be- 
liebigen Seiten, etwa AB^ CD die Originallangen bekannt sind. 
Man wahlt A'^B^ vertikal iiber AB von der vorgeschriebenen 
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Lange (Nr. 47 f.), desgleichen C^B' iiber CD. Hierauf wird 
C^D^ rn vertikaler Richtung so verschoben, dass sie mit A'B^ 
in einerlei Ebene liegt. Diese Ebene ist die „ Original ebene" 
iind es liegen in ihr die weiteren . Ecken vertikal iiber ihren 
Bildern. Das Verhalten der vier Losungen ist genau wie 
vorhin angegeben wurde. 

Wenn aber die Gestalt des Dreieeks A^'B'^C^ gefunden 
ist, so kann man das Original oflFenbar auch in der folgenden 
Weise erganzen. Man schneide AC mit den Strahlen BD, 
BE, . . . oder B, D, E, .,. in den Punkten D^ , -B^, . . . Darauf 
konstruiere man in A^C'' diejenigen Punkte Dj, J?J, ..., fiir 
welche die Teilverhaltnisse ^^D[ : C'^Dj, A^-E^ : C^-E^, ... mit 
den Teilverhaltnissen AD^iCD^, AE^iCE^y ,.. nach Grosse 
und Vorzeichen ffbereinstimmen. Anf den Strahlen J?'*. D[, E'l, . . . 
bestimmt man endlich diejenigen Punkte B^^E^y . . ., fiir welche 
die Teilverhaltnisse B^B^^i B[B% B'^E'^ : ElE'-, .,. mit BD: D^D, 
BEiE^E, .., gleich sind. Man wird bemerken, dass bei dieser 
Konstruktion im allgemeinen die Ubqreinstimmung von 2 (n — 3) 
Teilverhaltniswerten zu Grunde gelegt wird und dass die Be^ 
ziehung zwischen beiden Piguren eine umkehrbare ist. (In 
gewissen Fallen reduziert sich die Anzahl der Teilverhaltnisse; 
welche fQr beide Figuren dieselben Werte haben miissen, z. B. 
wenn oben zwei Ecken des Bildes auf demselben Strahle aus 
B liegen; es liegen dann die entsprechenden Ecken auf dem- 
selben Strahle aus B^ und dieses Vorkommnis reduziert jene 
Anzahl 2 (w — 3) um eine Einheit.) 

Man wird femer finden, dass jene 2 (w — 3) Teilverhalt- 
nisse in dem allgemeinen Falle voneinander unabhangig 
sind. Die Ecke D z. B. liefert AD^iCD^ymA BDiD^D, 
welche zusaramen die Lage des Punktes D zu dem Dreiecke 
ABC ausdriicken. In gleicher Weise wird auch beim Ori- 
ginale die Lage jeder Ecke durch zwei neue, unabhangige 
Teilverhaltnisse bestimmt. Es soil nun der Satz bewiesen 
werden, dass fiir zwei Polygone von n Ecken und 
Seiten, fiir welche jene 2 (w — 3) Teilverhaltnisse 
(welche die Lage der ubrigen Ecken zu den drei ersten aus- 
driicken) iibereinstimmen, iiberhaupt alle Teilverhalt- 
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nisse, entstehend durch die Ecken und die Schnitte 
von Seiten und von Diagonalen, gleich sind. Daraus 
folgt als Zusatz, dass bei einem Polygon von n Ecken 
und Seiten im allgemeinen alle durch die Schnitte 
von Seiten und von Diagonalen entstehenden Teil- 
verhaltnisse* durch 2 (w — 3) unabhangige unter 
ihnen bestimmt sind. 

Das Verfahren des nun zu behandelnden Beweises kommt 
einer einfachen konstruktiven Losung des Problems gleich. 
Indessen ist die Grundlage von der Orthogonalprojektion 
unabhangig. Es soli namlich das ABCD,.. entsprechende 
Polygon A'^B^C^D" ... konstruiert werden, wenn das ABC 
entsprechende Dreieck A^B^C^ in ganz beliebiger Gestalt ge- 
geben ist, gleichgiltig ob ABC eine Orthogonalprojektion 
desselben sein kann oder nicht. Im iibrigen soUen wieder die 
Teilverhaltnisse AD^iCD^, BDiD^D-, u. s. f. mit A^D^iC'-D^, 
B^D^iD^D'^y u. s. f. iibereinstimmen. — Man wahle ein mit, 
A'^B^C^D\,, ahnliches Polygon A!B^C^D\,,, bei welchem 
die Seite J.'C" mit AC von gleicher Lange ist. Die Poly gone 
ABCJD,.. und A!B^C^D^ ... lege man so aneinander, dass 
a! auf A und C" auf C fallt. Dann gelangen auch die Dj, 
E^, ... entsprechenden Punkte D[y E[j ... mit Dj , JBj , . . . einzeln 
zur Deckung. Aus BD^^ : D^D « B'D^ : D^ D' folgt, dass BB' 
und DD' parallel sind. In gleicher Weise zeigt man, dass 
iiberhaupt DD\ EE\... mit BB^ parallel sind. Die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Polygone liegen auf parallelen 
Strahlen und es stehen offenbar ihre Abstande von der Linie 
AC ^ A^ C^ als Axe in demselben Verhaltnisse zu einander. 
Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dass die entsprechenden 
Seiten (beziiglich Diagonalen) beider Figuren (Systeme) sich 
auf der Axe schneiden miissen. Es sind somit die beiden 
Polygone ABCD .., und das mit A'^B^'C'^D'^ ... ahnliche 
A^B^C^D\.. centrisch-affin mit AC als Axe. Es stim- 
men also alle entsprechenden Teilverhaltnisse bei ABCD... 



* Es handelt sich hier lediglich um Teilverhaltnisse je dreier in 
Geraden liegender Punkte, 
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und A'B'C'iy,.., also auch hei ABCD.,. nnd A'B'C^ I)''. ,. 
iiberein. — Das Polygon A^B^C^D^,.. wird nun am ein- 
fachsten als ein solches konstruiert, welches einem 
zu ABCD.,. centrisch-affinen Polygene ahnlich ist. 
Diese Losung ist stets und zwar eindeutig ausfiihrbar, wenn 
ABGD . . . und von A'^B'^C'^D^ . . das Dreieck A^B'-G'' gegeben 
sind. Die Beziehung zwischen diesen Polygonen, welche auf 
der Gleichheit der unabhangigen Teilverhaltnisse beruht, nennt 
man Affinitat* 

Die zwischen den beiden Polygonen ABGD,., und 
A'^B'^G^'D'^... bestehende Beziehung der Affinit'at liefert zu 
jedem Punkte P in der Ebene des ersten Polygons einen ein- 
deutig entsprechenden P'* in der Ebene des zweiten, und 
umgekehrt. Denkt man sich fiir beide Ebenen alle ent- 
sprechenden Punktepaare bestimmt, so hat man zwei affine 
ebene Systeme hergestellt. Beziiglich ihrer entsprechenden 
Punkte gilt uberall die Gleichheit der homologea Teilverhalt- 
nisse. Langs jeder Geraden des einen Systems als Axe kann 
man zwei ihm centrisch- affine Systeme konstruieren, welche 
dem anderen Systeme ahnlich sind. (Beide Systeme sind zu 
der Axe orthogonal -symmetrisch.) Sollten aber die affinen 
Systeme entsprechende Strecken von gleicher Lange aufweisen, 
so konnten sie ohne Ahnlichkeits-Reduktion zu centrisch- 
affinen Systemen zusammengelegt werden; vergl. die speziellere 
Definition d^r Affinitat in Nr. 14, dazu Nr. 58. 

Entsprechende Gebilde affiner Systeme heissen ebenfalls 
affin. Einer geraden Punktreihe entspricht wieder eine solche 
und zwar sind die beiden stets ahnlich, im speziellen Fall 
gleich oder kongruent, namlich wenn ihre entsprechenden 
Strecken gleich lang sind. Einem Strahlenbtischel entspricht 
wieder ein solches, solch' affine Buschel sind in Nr. 1 be- 
sprochen worden. — Schliesslich ist tiberhaupt die Ahnlich- 
keit (und auch die Kongruenz) ein spezieller Fall der Affinitat. 
Denn bei zwei ahnlichen ^benen Systemen stimmen jene ^ 



* MObius, Baryc. Calcul, Werke I. Zech, Zeitschrift f. Math, 
u. Phys., Bd. XVII. 
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entsprechenden Teilverhaltnisse iiberein. Die Besonderheit bei 
der Ahnlichkeit gegeniiber der Affinitat besteht darin, dass 
zu der Gleichheit der Teilverhaltnisse die Gleichheit aller ent- 
sprechenden Winkel hinzutritt; in dem allgemeinen Falle da- 
gegen sind nur gewisse Systeme entsprechender Winkel gleich 
(Nr. 58, S. 184). Offenbar geht die Affinitat in Ahnlichkeit 
liber, sobald zwei entsprechende Dreiecke tibereinstimmend-ahn- 
lich sind; zugehorige centrisch-affine Systeme decken sich dann. 

An dieser Stelle soil es sich in erster Linie darum handeln, 
das Verhalten affiner Systeme bezuglich einer Orthogonal- 
projektion zu untersucben. In dieser Beziehung aber 
verhalten sie sich wie irgend zwei ihrer entsprechen- 
den Dreiecke. Sind namlich drei Punkte J, B, C des einen 
Systems die Orthogonalprojektionen der drei entsprechenden 
Punkte A^y B"^, C^ des affinen Systems, so sind alle ent- 
sprechenden Punktepaare Bilder und Originale-bei dieser Pro- 
jektion (denn sowohl bei der Affinitat wie bei der Prqjektion 
konnen die weiteren entsprechenden Punktepaare in derselben 
Weise aus den gegebenen hergeleitet werden, S. 136). Die. 
angestrebte Untersuchung ist damit auf die zweier entsprechen- 
den Dreiecke der Systeme zuriickgefiihrt. 

Von zwei beliebig gegebenen Dreiecken nun kann nicht 
das eine HJK eine Orthogonalprojektion des anderen H^J^K^ 
sein, sondern es ist hierzu eine Bedingung erforderlich. Nach 
Nr. 47, a) hat x den Wert 2; bei gegebenem Bilde hat maji 
bezuglich des Objektes und die Lage der Projektionsrichtung 
liber zwei Bedingungen zu verfiigen. Giebt man von dem 
Dreiecke H^'J^K^ zwei Winkel an (oder die Verhaltnisse der 
drei Seiten; abgesehen von vielen anderen Moglichkeiten), so 
muss man das Dreieck selbst und seine Lage zu dem Bilde^ 
finden konnen. Diese Fundamentalaufgabe , ein Dreieck 
Jlrjrj^r g^ ^u bcstimmen, dass es einem gegebenen Dreiecke 
ahnlich ist und das gegebene Dreieck HJK zu seiner Ortho- 
gonalprojektion hat, wird in nachfolgender Nummer gelost. 
— Es ware ferner geboten, dass man bloss iiber ein Stuck 
des Dreiecks H'^J^K^ verfugt und eine Bedingung, die Lage 
der Originalebene zu der Bildebene betreflfend, fordert. Letz- 
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tere besteht in den einfachsten Fallen darin, dass man die 
Richtung der Spur in Bezug auf das Bild oder den Neigungs- 
winkel beider Ebenen angiebt. Die Losungen solcher Pro- 
bleme fur Dreiecke gelten sofort fiir die affinen Systeme, bei 
denen jene Dreiecke sich entsprechen. 

Zu einem ebenen Systeme giebt es dreifach unendlich 
viele affine Systeme, denn jedes der letzteren kann so kon- 
struiert werden, dass es drei Bedingungen geniigt. Oben hat 
man beispielsweise zu einem Dreiecke des ersten Systems das 
entsprechende Dreieck des zweiten angegeben. Giebt man 
zu zwei Winkeln des ersten Systems die entsprechenden 
Winkel des zweiten an, so giebt es noch einfach unendlich 
viele affine Systeme, welche gewisse getrennte (reelle oder 
imaginare) Scharen ahnlicher Systeme bilden. Man darf 
somit nicht zu drei beliebigen Winkeln eines ebenen Systems 
die entsprechenden Winkel eines zu ihm affinen Systems 
willkiirlich festsetzen. 

50. Es soil ein Dreieck von gegebener Orthogonal- 
projektion gefunden werden, welches einem gege- 
benen Dreiecke ahnlich ist.* Das gegebene Bild sei APB 
(Fig. 81, S. 141), das gesuchte Dreieck soil mit AQB ahnlich 
sein. An die gegebene Projektion APJS hat man somit in 
derselben Ebene P ein dem zweiten gegebenen Dreiecke ahn- 
liches Dreieck so angeschlossen, dass in g = AB zwei ent- 
sprechende Ecken zur Deckung gelangen. Die Punkte P und 
Q sind zugeordnete (Nr, 10). ^ (Die Dreiecke liegen hier auf 
derselben Seite der Anschlusslinie, weshalb der P zugeordnete 
Piinkt mit Q bezeichnet ist; liegen die Dreiecke auf entgegen- 
gesetzter Seite von^r, so bezeichne man das zweite mit ABB) 
— Man bestimme nun die durch P gehenden Bilder von 
Haupt- und FalUinie. Sie sind zusammen das rechtwinklige 
Paar gegeniiberliegender Linien i und i^ (Nr. 12, S. 37). Ihre 
Schnittpunkte J, J^ mit g liegen mit P, Q (und 22) auf dem- 



* Die Aufl5sung dieser Aufgabe ist wohl zum ersten Male versucht 
worden in Guglers Lehrbuch der deskr. Geometrie, 2. Aufl. 1867, 
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selben Kreise, dessen Centrum* Jlf in g fallt. Die Spurlinie 
s der Originalebene ist nnn parallel mit i oder mit \. (Wiirde 
man abweichend von den bisherigen Voraussetzungen APB 
als dem Bilde ahnlich nnd AQB. als dem Originale kon- 
gruent, oder APB als dem Originale ahnlich mid AQB als 

Fig. 81. 




das Bild, u. s. f., betrachten, so wiirden die nachfolgenden 
Konstruktionen unwesentlich modifiziert.) 

Die Entscheiduijg, ob i oder \ Hauptlinie sein wird, 
kann durch den Vergleich zweier entsprechenden Winkel ge- 
schehen. Man schneide den Hilfskreis mit PA in ^" und 
mit QA in A\ Da J." zwischen J und A^ liegt (also uber- 
haupt der Bogen JA^ grosser ist als der Bogen JA^^)y so ist 
der Originalwinkel JQA grosser als sein Bild JPA. Da ein 
an der Hauptlinie liegender spitzer Winkel durch Orthogonal- 
projektion kleiner wird, so ist i das Bild der Hauptlinie. 
{PJi ist das Bild einer FalUinie; der an der FalUinie anlie- 
gende spitze Winkel gleich AQJ^ geht durch Projektion in 
den grosseren Winkel APJ^ fiber.) — In der angestrebten 
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Entscheidung kann man noch einfacher die entsprechenden 
Winkel (der affinen Systeme PBAJ.,. und QBAJ ,.) ge- 
bildet von i mit g und von i^ mit g, betrachten. Auch hier 
ist (i, g) das Bild des grosseren, mit (^, g) gleichen Winkels. 
— AUe derartigen Vergleichungen fiihren iibereinstimmend 
zu dem Resultate, dass das durch P gehende Bild der 
Hauptlinie die Gerade g in demjenigen der beiden 
Punkte «f, Jj trifft^ vsrelclier denjenigen durch die zu- 
geordneten Punkte Q^ R begrenzten Bogen des Hilfs- 
kreises, welcher den Punkt P nicht enthalt, balbiert. 

Diese durch P gehende Hauptlinie i (Fig. 81) wahle man 
als die Spur 5 der Originalebene. Dann muss ein mit AQB 
ahnliches Dreieck vorhanden sein^ das zu APB, mit i als 
Affinitatsaxe, orthogonal centrisch-affin ist; dasselbe ist die 
Umlegung des Originaldreiecks. Es entsteht, wenn man die 
von i^ mit QA, QB gebildeten Winkel bei P an i = s antragt, 
und mit den Endschenkeln die Affinitatsstrahlen der Punkte 
A und B schneidet; der Q entsprechende Punkt ist P. Das 
Antragen jener Winkel geschieht aber einfach dadurch, dass 
man die zweiten Schnittpunkte A\ B' von QAj QB mit dem 
Hilfskreise mit P verbindet. In dieser Weise entsteht die 
gesuchte Umlegung AqPBq des Originaldreiecks. — Das kon- 
stante Verhaltnis der Abstande der Bildpunkte (A^ B) und 
der umgelegten Originalpunkte (J.^, B^) von der Spur s ist 
der Cosinus des Neigungs winkels a der Originalebene zu der 
Bildebene. Dreht man das Dreieck AqPB^ um s als Axe 
und um den Winkel ± «, so entsteht ein Dreieck A'^PB'', 
womit das Originaldreieck in seiner richtigen Lage zu dem 
Bilde gefunden ist. Die Losung der Aufgabe ist eindeutig, 
insofern als nur ein Originaldreieck existiert, dieses aller- 
dings in den beiden symmetrischen Lagen zu der Bildebene. 
AUgemein besteht somit der Satz: Jedes von zwei affinen 
ebenen Systemen kann auf eine bestimmte Weise als 
Orthogonalprojektion eines dem anderen Systeme 
ahnlichen Systems erhalten werden. 

Handelt es sich nicht speziell um die beiden Dreiecke, 
sondem vielmehr um die durch sie bestimmten affinen Systeme, 
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SO kann man in Fig. 81 APB und AQ.B durch zwei Dreiecke 
von den Scheiteln P und Q^ deren gemeinsame Basis beliebig 
in g liegt, ersetzen. Zwei solche entsprechende Dreiecke der 
affinen Systeme sind JJPJ^ und JQJu welche auch im voraus 
gegeben sein konnten. Ersteres ist das Bild eines dem letz- 
teren ahulichen Dreiecks; der Vergleich der entsprechenden 
Katheten ergiebt JQ< JP, QJ^> PJj. Macht man JPJ^ 
dem Dreiecke JQJ^ ahnlich, so geht es durch Drehung um 
JP = s und um den Winkel ± a in das JFJ^ entsprechende 
Originaldreieck fiber; hierbei ist FJ^ > PJj, vergl. S. 179, und 

p^ = cos a. Die Hypotenuse JJ^ = g^ wird als die Linie 

JG^ konstruiert, wobei G^ der Schnittpunkt des Hilfskreises 
mit der aus § zu PJ^ gezogenen Parallelen ist. Es zeigt 
sich, iibereinstimmend mit S. 142, dass diejenige der Linien 
PJ, PJ^ als Spur 5 auftritt, welche grosser ist als ihre ent- 
sprechende Linie QJ^ beziiglich QJ^, 

In Fig. 81 kann der Fall eintreten, dass die zugeordneten 
Punkte P, Q auf einer Senkrechten zu g liegen. Dann liegen 
^, ^\ und ^, ^\ beziiglich parallel und senkrecht zu g. Liegt 
hierbei P naher an g, wie Q, so darf g = AB als Spur ge- 
wahlt werden. Das Dreieck AQB ist dem Originaldreiecke 
kongraent, dasselbe ist schliesslich um g zu drehen, bis Q 
vertikal fiber P liegt. — Im entgegengesetzten Falle ist PQ 
(oder eine damit Parallele) die Spur. Zieht man diesfalls aus 
P bis nach g die Parallelen PA^ zu QA und PBq zu QB, 
so lasst sich endlich das Dreieck AqPBq um P^ so drehen, 
dass APB die Orthogonalprojektion des gedrehten Dreiecks 
ist. In diesen beiden Fallen bleibt somit die Aufgabe ein- 
deutig losbar. — Wenn ausnahmsweise P und Q sich deck en, 
so sind J und J, unbestimmt. Jede Gerade in der Ebene 
APB^ namentlich auch die unendlich feme, kann als die 
Spur der Originalebene gewahlt werden. Die Originalebene 
fallt hier mit der Bildebene zusammen oder es sind die beiden 
Ebenen parallel, denn nach Fig. 81 wird a = 0, weil A^ in 
A^ Bq in B fallt. Unter Beschrankung auf die Dreiecke han- 
delt es sich hier darum, APB als das Bild eines ihm ahn- 
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liclien Dreiecks darzustellen, wobei die Originale und die 
Bilder aller einzelnen Dreieckswinkel ubereinstimmen sollen. Es 
zeigt sich, dass Original und Bild kongruent sein miissen. Sie 
sind von einander verschiedene oder zusammenfallende Normal- 
schnitte eines dreiseitig-prismatischen Raumes. — Dass die 
Dreiecke^ Pi?, AQB ahnlich sein ko^inen, ohne dass P und 
Q sich decken, ist einleuchtend. Es bestehen dann die Kon- 
struktionen des allgemeinen Falles und es ist hoclistens ein 
Winkel des Bildes seinem Originale gleich. 

Anhang. Die Aufgabe, ein Dreieck zu finden, welches 
einem gegebenen Dreiecke ahnlich ist und eine gegebene 
Orthogonalprojektion hat, lasst sich auf die folgende zuriick- 
fiihren: Es soil eine Orthogonalprojektion gefunden 
werden, bei welcher drei gegebene Strahlen eines 
Buschels S"", a^'j 6'', c*" ein gegebenes Bild S'.a, 6, c 
haben.* Bei jenen Dreiecken kommt es namlich nur auf die 
Richtungen der Seiten an und man kann jedes der Dreiecke 
durch drei aus einem Punkte zu seinen Seiten parallel gezogenen 
Linien ersetzen. Diese Bfischel mogen wieder allgemein als 
entsprechende in zwei affinen Systemen gedacht werden. 

Um die Lage der Originalebene zu dem Bilde zu finden, 
lege man ein mit S*". a'*, fc'*, c'' kongruentes Buschel S\ a\ b\ c' 
so in die Bildebene 8 . a, 6, c, dass c' mit c parallel liegt. Die 
Verbindungslinie der Schnittpunkte A von a' mit a und JS von 
6' mit b ist die Anschlusslinie g (Fig. 82, S. 145). Hierauf legt 
man den durch die zugeordneten Punkte S, S' gehenden Kreis, 
dessen Centrum in g fallt. Seine Schnittpunkte J", eTj, mit 
S verbunden, ergeben die rechtwinkligen gegeniiberliegenden 
Linien des .Buschels S. In Fig. ist der oben angegebenen 
Unterscheidung gemass i das Bild einer Hauptlinie. Man 
wahle i == s als Spur der Originalebene. Nun wird das Buschel 
iS' gedreht, bis S^ in 5, i' in i fallt. Dabei gehen a' in (a), 
6' in (6) und c' in (c) iiber und es schneiden sich beziiglich 

* Kennt man zu drei Richtungen eines ebenen Systems die Rich- 
tungen der drei Bilder, so ist die gegenseitige Lage der Originalebene 
und der Bildebene bestimmt. Die Abzahlung ergiebt in der That 
« 6 = 2; a; = 2. 
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a', (a); &', (6); c', (c) in den Punkten A^, B^, C^ des Hilfs- 
kreises. Wenn man endlich das System . (a), (6), (c) um s 
und um ± a dreht, so wird a, b, c seine Orthogonalpro- 
jektion sein. 

Hier wurde die Ebene des Systems S .a, h, c als Bild- 
ebene und als Zeichnungsflache benutzt. Durch Drehung um 

Fig. 82. 




s und um den Winkel a geht aus ihr die Originalebene 
hervor. In spateren Anwendungen kommt es vor, dass die 
Zeichnungsflache die Originalebene vorstellt. Dann hat man 
einfach mit dieser Ebene je die entgegengesetzte der vorigen 
Drehung zu voUziehen, um die Lage der Bildebene (auf wel- 
cher die projizierenden Linien senkrecht stehen) zu erhalten. 

51. Es soUen einige Fundamentalaufgaben der ortho- 
gonalen Axonometrie behandelt werden. Den abzubil- 
denden Baum denkt man sich in starrer Verbindung mit dem 
Axensysteme 0**. x^y^z^. Aiistatt die Lage der Projektions- 
richtung p"" zu dem Axensysteme im voraus anzugeben^ kann 

Weiler, Neae Behandlung der Parallelprojektionen. 10 
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man auch in anderer Weise uber die zwei Bedingungen, von 
denen die Projektion abhangt, verftigen. 

Man darf das Bild N, xy0 des Axensy stems beliebig 
wahlen. Denn es handelt sich hierbei nur um die Angabe 
zweier der Winkel (xy) «= g, (y0) = S, (0x) = rj, Mit Hilfe 
eines Spurendreiecks XYZy das spitzwinkKg sein muss, dessen 
Seiten im iibrigen auf z, y, x senkrecht stehen, findet man 
(Nr. 21) die Stellung des Axensystems zu der Bildebene. 

Haufig verfiigt man weiterhin in der Weise, dass man von 
den drei abhangigen Neigungswinkeln a, /3, y der Axen 
x^j y''; 0^ zn der Bildebene, beziiglich zu ihren Bildem, zweie 
wiJlkurlich wahlt. Die Cosinus der beiden Winkel a, y sind 
die Verkilrzungsverhaltnisse fdr die Axen x, z, Man hat so- 
mit in diesem Falle die Massstabe zweier Axen gewahlt. In 
eingekleideter Form lautet die, vorliegende Aufgabe: Ein 
Wtirfel von gegebener Kantenlange e soil so proji- 
ziert werden, dass zwei Kantenbilder die Langen e^y e^ 
haben. Tragt man namlich auf den Endschenkeln der ge- 
gebenen Winkel a, y die Lange e ab, so projiziert sich die- 
selbe (orthogonal) auf den Anfangsschenkel, beziiglich als 
Lange c^, e^] dieselben Figuren (Trapeze) lassen a, y aus e, 
e^y e^ finden. 

Das Bild z sei der Lage nach gegeben, man wahle dar- 
auf den Punkt N und lege p\ durch N senkrecht auf z (Fig. 83, 
S.147). Auf ^J tragt man von ^aus eine willk^rliche Distanz ND 
oder d ab. Durch Z) werden zwei Geraden gezogen, welche 
mit z die Winkel «, y bilden. Sie schneiden z in X^, Z. Auf 
ZD errichte in B die Senkrechte, welche z m U schneidet. 
Durch TJ ziehe p^ parallel p\. Um N, mit NX^ als Radius, 
schlage man einen Kreis, welcher p^ einmal in X schneidet. 
— Es wird nun der um ND vertikal fiber N gelegene Punkt 
0^ mit Z und X verbunden, zwei senkrechte Linien liefern 
(weil X in jp^ liegt, Nr. 18) und welche mit z^ x bezuglich 
die Winkel y, a bilden. — Nun lege man noch zu ZX oder 
p^ die Senkrechte y durch N und durch Z die Senkrechte p^ 
zu re; beide mussen sich in Y auf p^ schneiden (es entsteht 
das Dreieck XYZ mit seinen drei Hohen). — Konstruiert 
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man mit d und NT als Katheten ein rechtwinkliges Dreieck^ 
so enthalt dasselbe d gegenuberliegend den (von a, y abhan- 
gigen) Winkel j8 und es ist seine Hypotenuse gleich dem Ab- 
schnitte O'^Y der raumlichen y-Axe. 

Die Konstruktion gelingt nur, wenn a < 90 — y oder 
« + y < 90®. Denn es wurde im entgegengesetzten Falle der 




Kreis NX^ die Linie p^ nicht schneiden. Piir a + y = 90® 
(also cos y «= — = sin a) wiirde Beriihrung stattfinden, also 

X nach TJ fallen und Y unendlich fern liegen. Die y''-Axe 
ware der Bildebene parallel u. s. w. (vergl. Nr. 28). 

Die Bedingung a + y < 90® lasst sich in einfacher Form 
durch die Langen e, e^, eg ausdriicken. Es ist cos a « -? 

sin a = ^, cos y = -; aus y < 90 — a folgt cos y > cos 

o C 

(90 — a), cos y > sin a, oder -^ > ^, 4 > «* — ^f} oder 

10* 
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endlich (^ + ^> eK Es entsteht ein brauchbares Spnren 
dreieck mid auch der allgemeine Fall der axonometrischen 
Darstellung, wenn 6j xmd e^ kleiner sind als e und wenn zu- 
gleich ej + ej>el (Ein mit den Seitenlangen e^j e^, e kon- 
struiertes Dreieck muss e gegentiberliegend spitzwinklig seiu) 

52. Anstatt, wie eben geschah, zwei Massstabe zu wahlen 

soUen nun die Verhaltnisse der drei Massstabe als gegeben 

vorausgesetzt werden. Damit verftigt man ebenfalls fiber zwei 

Bedingungen und es miissen das Axensystem der Lage nacli 

und das Bild desselben gefunden werden konnen. 

Nach Voraussetzung sind cos a : cos j8 : cos y, in anderer 
P fi p 
Bezeichnung -:-:-? oder auch e^y e^, e^ bekannt. In der 

€ 6 € 

Kegel werden diese Verhaltnisse rational gewahlt und durd 
die drei ganzen Zahlen Cj, e^, e^ ausgedruckt. Vor allem 

wird man e zu bestimmen suchen, darauf sind cos a «= — ? etc, 

also die Massstabe bekannt. In eingekleideter Form lancet 
die Aufgabe: Es soil die Kantenlange und die Lage zu 
der Bildebene fiir einen Wurfel bestimmt werden, 
wenn die Langen Cj, Cg, e^ der Projektionen dreier an- 
stossenden Eanten gegeben sind. 

Die Winkel a^ fi, y lassen sich durch die Verhaltnisse 
ihrer Cosinus bestimmen, Man denke sich das Axensystem 
O*'.x''y*'0'' mit der Bildebene P im Spurendreieck XYZ g^ 
schnitten und als N.xyjs auf P projiziert. Die Winkel O'^X^^ 
O'^YN, O'-ZN sind der Reihe nach gleich a, /5, y, Aiso 
schliesst O^'N mit x% y, 0'' die Winkel a « 90 - a, 6 «« 90-l3, 
c « 90 - y ein (Fig. 84, S. 149). Die Projektionen von N&iil 
die drei Axen seien N^y Ny, Nz. Wenn noch 0''N die Langen- 
einheit vorstellt, so hat man O*" JV^r = cos a, 0'"-?/^ =» cos^, 
O^Ng — cos c. Aus den vorhandenen rechtwinkligen Dreiecken 
folgt (0'-JV^)2+ (N^Ny-^^O-Ny, (O-Ny+{N'N)^^{0'Nf 
und (O^'N^y+iN^Ny+^N'Ny^iO-Ny, Oder also {O'NsJ 
+ iO-Nyy+ {0-Nzf^ (p-N)K 

Durch Division mit {O^lTf folgt cos^a + cos^fe + cos^c=*l' 
— Geht man auf a, j8, y zuriick, so lautet diese Bedingnngs* 
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gleichimg sin^ a + sin* fi + sin* y = 1. Sie ist identisch mit 
cos* a + cos* p + cos* y ■= 2. 

Die zwischen a^p^y bestehende Abhangigkeit^ ausgedriickt 
durch cos*a + cos*j8 + cos*y = 2^ nimmt dorch die Einftihrung 
der Grossen e^ye^,e^^e die Gestalt an^ + ^ + ^^2e*. Hier- 

aus ist e bestimmt, e -« 1/ — ^ Daranf sind 

durch Vertanschung finden sich die Fnnktionen von /J und y, 

Man stelle sich nun 
das raumliche Axensjstem^ 
dessen Bild und das Spuren- 
dreieck vor. Die Distanz 
O^'N diene als Langenein- 
heit. Dann sind NX^ NT^ 
NZ bezuglich gleich ctg a, 
ctg /5, ctg y. Weiter sind 
O'-U, O^V, O^W zu O'-JV 
unter y, /5, a geneigt, wes- 
halb NU^tgy, NV^igfi, 
jSrTF« tg a. Werden nun 
(Fig. 85, S. 150) die von 
den Axenbildem einge- 
schlossenen stumpfen Win- 
kel mit S, i?, S bezeichnet, so hat man 

TJX 




^r 



Nach Fig. ist UX = Vctg*a — tg*y, also 



tg ly = — ctg y "j/ctg* a — tg* y = — "j/ctg* a . ctg* y — 1, oder 



to« 1./ 2^ 24 . -./ (^ + ^ + ^)(^-e|+^) 
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Hat man nach dieser Formel tg rj berechnet, so trage 
man NU als Langeneinheit auf der Verlangerung von z ab, 
darauf den absoluten Wert von tg tj als Lange UX senkrecht 
dazu; die Verbindungslinie NX giebt das Bild der a; '"-Axe in 
seiner richtigen Lage zu z. Fur g ist ebenso 






Fig. 85. 




Die Auflosung der Aufgabe soli nun noch graphiscb ge- 
geben werden. Man setze e^yC^yC^ als Strecken genommen wie 
in Fig. 86 (S. 151) zusammen. An e^ wird rechtwinklig dazu e^ 
abgetragen^ darauf e^ in dem einen Endpunkte rechtwinklig 
zu der entstehenden Hypotenuse. Cber der neu entstehenden 
Hypotenuse konstruiere man einen Halbkreis, seine Quadranten- 
sehne ist die Wiirfelkante e, nach der Formel 2 e^ « ej + ^ 

+ ej. Darauf hat man cos a «= -? cos /5 = — y cos y = — j woraus 

(wie oben erwahnt) a, fij y gefunden werden. Mit Hilfe von 
a, y konstruiert man nach vorangehender Nummer das Vier- 
eck X YZN und es mag dabei /3 zur KontroUe benutzt werden. 
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FiR. 86. 



(Am genauesten wird dieser letzte Teil der Konstruktion, 
wenn man von den drei Winkein a, /5, y die zwei grossten 
benutzt,) 

Die Bedingung fiir die Moglichkeit der Ausfiihrung ist 
ofiFenbar die, dass e grosser als jede der Grossen e^, e^y e^ ge- 
fanden wird. Sei des bequemen Ausdruckes wegen e^ > ^g > ^zy 
so soil c>Ci, also e^>e\ und 2e*>2cJ sein. Also ist, da 
2e*= e? + e| + ^, ej + e| + e|> 2eJ oder f» + (»>e\ dieneue 
Form der Bedingung. Da nun 
wegen e^> e^> e^ ohnehin 

«! + «3 > ^8 ^d ^ + 4 > ^1 
sind, so kann man die Be- 
dingung der Moglichkeit 
durch den Satz ausdriicken: 
Die Summe der Qua- 
drate von zweien der 
Grossen e^, e^, e^ muss 
stets grosser sein als 
das Quadrat der dritten. 
Somit muss das Dreieck 
von den Seitenlangen ^j, e^, 
^3 ein spitzwinkliges sein. 

Tragt man die in Fig. 86 auftretenden Langen e, e^^e^y e^ 
so auf parallelen Linien auf, dass je beide Endpunkte auf 
Strahlen aus einem Punkte liegen (was stets leicht moglich 
ist), so hat man die Massstabe der drei Axen in einer Figur 
vereinigt, welche man den Strahlenmassstab genannt hat 
(Fig. 87, S. 152). Auf der Geraden (w) trage man die wahren 
Langen von Strecken ab und projiziere dieselben aus auf 
(x), (t/), (0). Diese Projektionen sind die reduzierten Langen, 
welche fur die Axenbilder benutzt werden. — Natiirlich kann 
man diesen Massstab auch im umgekehrten Sinne benutzen. — 
Dass die Langen e, e^, e^, e^ voneinander abhangig sind, also 
auch die gegenseitige Lage der Parallelen (m?), (x)y (y), (js), 
ist bewiesen worden. Nach dem Inhalte der gegenwartigen 
mid der vorangehenden Nummer ist allemal durch drei 
dieser Linien die vierte bestimmt. — In dem „ Spezialfall" 
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der orthogonalen Axonometrie (Nr. 28) fallen in Fig. 87 die 
Linien (z) nnd (w) zusammen. Die iibrigeD, (x) und (y), sind 
der Lage nach voneinander abhangig, denn es ist ei = e cos a, 
€2 = e cos /3 «= c sin a. 

Werden zwei der Grossen c^, e^, e^ gleich gross, so tritt 
fur die Neigungswinkel der daraiif bezuglichen Axen und die 

Pig. 87. 




gegeniiberliegenden der Winkel I, ^, S dasselbe ein, und um- 
gekehrt. Im allgemeinen sind diese Einheiten und Winkel 
je voneinander verschieden, fiir jede Axe besteht ein besonderer 
Massstab; jeder solche Fall wird eine anisometrische Pro- 
jektion genannt. Bei jeder monodimetrischen Projek- 
tion haben zwei der Axen einen und denselben Massstab und 
sind somit auch zwei der Winkel S, ^, S gleich gross. Endlich 
konnen ^i = ^g == ^3, also auch a «= /3 «* y (mit cos a = y-|), 
und I «= 12 = 5 (^ 120^) sein; diese Projektion heisst die iso- 
metrische. 

Bei der Behandlung des folgenden Beispiels iiber die 
Anwendung der Massstabe zeigt sich der Zusammenhang 
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zwischen By e^y e^, e^m einer neuen Gestalt. Unter Benutzung 
der in Fig. 86 konstruierten Winkel a, /3, y ist in Fig. 88 das 
Bild N.xyz des Axensystems konstruiert worden. Man ver- 
zeichne das Bild eines Bjreises der Ebene x^y"" vom Radius e 
und mit O*" als Centrum. (Fttr ein anderes Centrum wUrde 

Fig. 88. 




man den Scheitel nach demselben verlegen.) Von der Pro- 
jektion N des Mittelpunktes aus hat man auf x die Lange 
c^= c cos a abzutrageri, es entstehen die Endpunkte E^, El 
eines Durchmessers des Bildes. Ebenso wird auf y die Lange 
^2 = 6 cos /5 als NEy und NEy abgetragen. Damit sind zwei 
konjugierte Durchmesser des Kreisbildes gefunden. — Weiter 
ist nun p\ das Bild der durch O*" gehenden Hauptlinie der 
Ebene x^y^. Macht man daher auf |>y NA = NB =- By so ent- 
stehen die Scheitel -4, B der grossen Axe des Kreisbildes. 
Die durch 0^ gehende Falllinie ist zu der Bildebene unter 
90 — y geneigt, ihr Bild ist die Linie z. Macht man somit 
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NC == ND « e siny, so werden C, D die Scheitel der kleinen 
Axe sein. 

Macht man NE, -= e^^ NF^ (« NF^)^ so ist Fj (F^) ein 
Brennpunkt des Kreisbildes. Denn das Dreieck GF^N hat 
NC^ BBmy, N F^ = e cos y und ist bei N reehtwinklig. So- 
mit ist F^C = e (gleich der halben grossen Axe) imd der 
Winkel CF^N gleieh y. Zwei konjugierte Durchmesser 
und die kleine Axe einer Ellipse sind der Richtung 
nach die orthogonalen Projektionen dreier recht- 
winkligen Axen; die Verhaltnisse der halben Durch- 
messer und der Excentricitat zu der halben grossen 
Axe sind die entsprechenden Verkurzungsverhalt- 
nisse.* 

53. Die Raumfigur, gebildet aus zwei sich reehtwinklig 
kreuzenden Geraden a^^h^ und ihrem kiirzesten Abstande A^B^ 
vom Trager t^y ist durch die Lange dieses Abstandes A^B*" 
bestimmt. Das Bild, ein Dreiseit aht^ hat drei Bestimmungs- 
stiicke. Aus o = 1, 6 = 3 folgt aber a; «= 0. Durch das Bild 
ist das Original, sowie auch seine Stellung zu dem Bilde, 
bestimmt. 

Fig. 89 (S. 155) zeigt, wie das Original bei gegebenem Bilde 
gefonden wird. In A ziehe \ parallel mit h und in B die 
Parallele a^ zu a. In A sind t^ a, \ die Bilder dreier recht- 
winkliger Axen und es ist das zugehorige Spurendreieck S', 
S^y S^ so zu zeichnen, dass a, 6^, t dessen Hohentransversalen 
sind. Indem man etwa iS' in ^ zuerst festsetzt, zieht man 
S* S^ senkrecht zu h^^ u. s. f. Hierbei ist die Lage von S* in 
t willkiirlich, da eine Verschiebung dieses Punktes in t eine 
Par'allelverschiebung des Objektes in zu der Zeichnungsflache 
normaler Richtung bedeutet. — In jB sind ebenso ty a^, b die 
Hohen des Spurendreiecks 5**', S*, S*] auch dieses Trieder f, 
a[yb'' ist durch sein Spurendreieck bestimmt. Die Figur ent- 
halt schliesslich noch die Bestimmung von A (A) = AA''y 
B{B) ^BB^ und {A){B) = A'B\ 



* Vergl. Schwarz, Crelle's Journal 63, S. 312. 
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1st neuerdings A''B'' der kiirzeste Abstand der zwei sich 
kreuzenden Geraden a'', b^, sind dieselben aber nicht mehr in 
reehtwinkliger Lage, so findet man o = 2, 6 = 3; a; = 1. 1st 
das Bild a^hy Ay B^ t gegeben, so kann man dem Objekte 
und seiner Stellung zu dem Bilde eine Bedingung auferlegen. 



Fig. 89. 
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In anderer Ausdrucksweise ist das gegebene Bild einfach un- 
endlich vielen Objekten gemein. — Eines der Objekte werde 
nach Fig. 90 (S. 156) konstruiert. Man ziehe die Parallelen 
a^ zu a durch B und \ zu 6 durch A. In t wahle S^ be- 
liebig, wodurch die Bildebene fixiert wird. Schliesslich wahle 
man noch die Lange der projizierenden Linie AT A des Punktes 
A und trage sie in A als A{A) rechtwinklig an i auf. Darauf 
ist {A)S* ^[i) die Umlegung von t (um ihre Projektion). 
Errichtet man in (J.) auf {() eine Senkrechte, so soil sie t in 
TJ schneiden. Die in T] auf t erriehtete Senkrechte s ist die 
Spur der Ebene («6i). Sie schneidet a, 6^ in den Spurpunkteu 
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S^j /S*' dieser Linien. 



Durcli das Spurendreieck S*, S% S*', 
die Projektion A und die Lange -4 (-4) der projizierenden 
Linie des Punktes A'' ist nun die gegenseitige Lage von a*", 
t''yb[ voUig bestimmt. (Diese Eonstruktion stiitzt sich darauf, 
dass t*" auf der Ebene {a% h[) senkrecht steht.) Der Piuikt 
li^'y mit t umgelegt, gelangt nach (B); es ist B{B) gleich der 
projizierenden Linie BB*" nnd (A){B) gleich der wahren Lange 
des kfirzesten Abstandes A^B^, — Die Figur enthalt in 

Fig. 90. 




S^(Ay S^^ die Umlegung des von a** mit &[, also auch von a^ 
mit h*" gebildeten Winkels. — Wenn man S* festhalt, aber 
A{A) der Lange nach beliebig verandert, so entstehen in der 
That einfach unendlich viele Objekte, welche dieselbe Ortho- 
gonalprojektion besitzen. Und dieselbe Figur giebt die Be- 
stimmung des jeweiligen Objektes, wenn man anstatt A{A) 
die Lange {A){B) oder etwa den Winkel, den a** und 6*" mit- 
einander bilden, beliebig gewahlt hat, wodurch jedesmal das 
Objekt voUig bestimmt wird. 

54. Eine Raumfigur, die haufig in Parallelprojektion 
skizziert wird, ist die einer dreiseitigen Ecke mit 
Polarecke. - 

Die Ecke habe S zum Scheitel; a, 6, c seien ihre Flachen. 
(Der Index r der raumlichen Elemente wird hier iiberall weg- 
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gelassen, also Original und Bild gleich bezeichnet.) Aus 
einem Punkte Cj auf der Kante ab falle man die Senkrechte 
C\C[ auf die Flache c (diese Vorgange konnen an Fig. 91 
verfolgt werden.) Aus C[ fallt man die Senkrechten C[A auf 6 c 
und C[B auf ac. Dann sind C[ACj^ und C[BG^ die Neigungs- 
winkel der Flachenwinkel {ch) und (ca). Ihre Ebenen mogen 
mit a und /3 bezeichnet werden. Verlangert man BC[ bis 
-4i auf he und AC[ bis B^ auf ac, so steht A-^B^ auf SG[ 
senkrecht. Denn in dem Dreiecke SA^B^ ist C[ der Hohen- 
schnittpunkt. Die Orthogonalprojektion SG[ von SC^ auf c 
scbneide -^j-Bj in §. Aus Q fallt man §C senkrecht auf die 
Kante ah. Dann sind A^G und 5^(7 die Schenkel des in der 
Ebene y liegenden Neigungswinkels des Flachenwinkels (6 a). 

Hier schneiden sich die Neigungswinkel ebenen a, p^ y 
paarweise auf den Kanten der gegebenen Ecke. Die Polar- 
ecke, mit den Flachen a, /3, y und den Kanten a/3, ay, /3y, 
wird somit in besonderer Lage vorausgesetzt. (Jede andere 
Polarecke kann als eine Parallelverschiebung der eben kon- 
struierten hergeleitet werden.) Diese eben beschriebene raum- 
liche Figur hat vier Bestimmungsstiicke, namlich die drei der 
Ecke S . ahc und etwa die Lange SG^^. 

Das Bild a6, ac, he der Ecke hat zwei Bestimmungs- 
stiicke (Nr.47,c). Man zieht (Fig. 91, S. 158) durch S das Bild 
SG[ (eine Bedingung) und legt das Bild G^Gl beliebig (zwei 
Bedingungen). Endlich lasst sich noch G[A willkiirlich wahlen 
(eine Bedingung), dann ist das Bild bestimmt. Somit hat 
das Bild im ganzen sechs Bestimmungsstiicke. Aus o = 4, 
6 « 6 folgt rr «- 0. Durch das Bild muss das Original be- 
stimmt sein, sowie seine Stellung zu dem Bilde. 

Zunachst soil das Bild vollstandig gezeichnet werden. 
Gegeben sind die Bilder S.ah, ac, hCy Cj, G[ und G[AB^, 
Die Gerade AG[B^ ist das Bild ac der Schnittlinie der Ebenen 
a und c. Ebenso sind AG^^ ah und G^G[ = a/3 gegeben. — 
Weil G^G[ auf der Flache c senkrecht steht, so ist sie das 
Bild einer Falllinie der Ebene c (in Bezug auf die Zeichnungs- 
flache als Bildebene p). Die in G[ auf G^ G[ =■ a/3 errichtete 
Senkrechte ist deshalb pc genannt worden, sie ist die Spur 
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der Ebene c in der Bildebene p. (Selbstverstandliclierweise 
diirfte man irgend eine auf (7, C[ Senkrechte als Linie pc ein- 
fiiliren.) — Fiir die Ebene c sind nun jpc, a/3 (oder CiC[) und 
be, ac die Bilder zweier Rechtwinkelpaare.* Hierdurch ist 



Fig. 91. 




ac 



die aus C[ auf ac'^ 'gefallte Senkrechte C[B bestimmt. Die 
Pigur enthalt ihre Konstruktion. Man scbneidet ac mit ac, 
zieht parallel mit pc] darauf schneidet man afi mit ac und 
zieht parallel mit be. Mit anderen Worten zieht man durch 
die Schnittpunkte von ac mit den Geraden ac und a/5 ja 
Parallelen zu den gegenuberliegenden Strahlen wie in Nr. 3. 

* An den nSLmlichen Scheitel verlegt, mussen sich diese Paare 
trennen (Nr. 2), was bei der Wahl von ac zu beachten ist. 
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Diese letztereu schneiden sicb auf C[B = fie. — Nachdem 
nun ac und fie (und auch ah, aa] fia, /36) bekannt sind, ver- 
ftigt man aucli fiber* die Punkte -^Ij, B^ und fiber ihre Ver- 
bindungslinie yc, welche SC[ in Q schneidet. Innerhalb der 
Ebene C^SC[ oder d soil man aus Q die Senkrechte QC auf 
ab fallen. Pfir die Ebene d ist SC[, (7{Ci das Bild eines 
Reehtwinkelpaares. Femer steht yc auf d senkrecht. Also 
ist fur die Ebene d die Gerade yc das Bild einer FalUinie 
und die etwa in Q auf yc errichtete Senkrechte h das Bild 
einer Hauptlinie; yc, h sind die rechtwinkligen gegenfiber- 
liegenden Linien des Bildes der Ebene d. Hit Hilfe dieser 
Paare yc, h\ a^, 8C[ lasst sich die ah gegenuberliegende 
Linie QC auf mehrfache Weise finden. Im Sclinitte 1 von 
a/3 mit yc zieht man parallel rait ab bis nach 2 auf SC[y 
dann parallel h bis a/3. So entsteht S' und es ist QS' das 
Bild der Senkrecbten aus Q auf ab. (Fasst man ftir die Ebene 
d die hervorgehobenen gegenfiberliegenden Linienpaare ins 
Auge, so wird man sofort fibersehen, dass S^IQ das Bild 
eines Dreie6ks der Ebene d und 2 das Bild seines Hohen- 
schnittes ist.) — Nachdem QC gefunden ist, hat man CA^ — yb^ 
CB^ = ya, Weiter schijeiden sich ya, fia in A[ (oder in 
Pya) und yb, ah in B[ (oder in ayb). Die Geraden (7iC(, 
B^B[f AiA[ oder a/5, ay, /3y laufen samtlich durch den 
Scheitel S' der Polarecke. 

Nachdem so die Konstruktion des Bildes aus sechs Be- 
stimmungsstucken behandelt ist, soil noch angegeben werden, 
wie das Original gefunden werden kann. Da pc festgesetzt 
worden ist, so ist die Lage der Bildebene fixiert. Der Schnitt 
von be mit pc ist der Spurpunkt der Eante be in der Bild- 
ebene p. Da v^eiter be, ay die Bilder von zwei sich recht- 
winklig kreuzenden Geraden sind, A B[ das Bild ihres 
kfirzesten Abstandes ist, so kann man nach Nr. 53 die raum- 
liche Lage von be, ay und AB[ angeben. In derselben Weise 
verhalten sich ay, ab, CB[ u. s. f. In dieser Weise findet 
man aus dem Bilde das Original und seine Lage zu dem 
Bilde. — Die sieben Ebenen a, b, c, d, a, /3, y lassen sich 
femer leicht mit p schneiden. Die Schnittlinie pb ist senk- 
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recht zu ay und es sclmeiden sich ph^pc auf be. Verbindet 
man die Sclmitte von pb mit ab und von pc mit ac, so ent- 
steht die auf fiy senkrechte Linie pa.. Die in a 6 liegende 
Ecke des Dreiseits pa, pb, pc mit (7/ verbunden giebt p(L 
Durch C/ gehen die auf &c, ac Senkrechten pec, pp. Endlich 

ware py senkrecht auf 
^^^' ^^' ab'y py sehneidet zudem 

pP auf Py und pa auf 
ay.— In analogerWeise 
konnte man die Sclmitte 
der Raumfigur mit an- 
deren Bildebenen ver- 
zeichnen, also diejeni- 
gen Scbnitte der 
Pigur, die sich in 
wahrer Grosse pro- 
jizieren. Aus zwei 
solchen Schnitten findet 
man die Gestalt des 
Objektes auf eine neue 
Weise. Man nimmt die 
Schnitte Pib, p^b der 
Ebene b und die Schnitt- 
punkte Piccy, P2ay der 
auf b senkrechten Linie 
ay mit den zwei Bildebenen Piy P2' Hieraus ergeben sich die 
Lagen von b und von ay zu den Bildebenen (Fig. 92). Man 
sehneidet Pib^p^b mit der darauf Senkrechten ay in 1, 2, er- 
richtet in 2 und in jP2«y auf ay zwei senkrechte Linien von 
gleicher Lange. Es entstehen die Punkte 3, 4, darauf 5. Die 
aus 5 auf ay gezogene Senkrechte sehneidet den verzeichneten 
Halbkreis in 6. Die Linie 6 1 oder (f) bildet mit 1 2 den 
Neigungswinkel von b mit den Bildebenen (sie ist eine um- 
gelegte FalUinie der Ebene b). Analog bildet (ay) mit ay 
denselben Winkel, wie die raumliche Linie ay mit den Bild- 
ebenen. — Durch dasselbe Verfahren findet man die raum- 
liche Lage der librigen Ebenen und Eanten. 
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Es soil nun die korperliche Ecke mit ihrer Polarecke in 
Orthogonalprojektion gezeichnet werden, wenn die gegenseitige 
Lage dieser Ecken eine beliebige ist. Man denke sich einen 
Korper S''A'^C[B''A[C'^B[S';, dessen Oberflache aus sechs 
Vierecken (ohne rechte Winkel) zusammengesetzt ist und dessen 
Bild die Gestalt SAC.BA.CB^S, (Fig. 93) hat. Dieser 
Korper ist durch 12 StIScke bestimmt; 6 bestimmen namlich 
das Tetraeder S^A^B^C^ und je zwei Teilverhaltnisse die Lage 
von J.J, £[, Cj in den Plachen a*", 6**, c^. Hierdurch sind auch 
die Ebenen A[C''B[ etc. und damit der Punkt S[ bestimmt. Das 
Bild ist als ein Achteck durch 13 Stiicke bestimmt, mithin ist 
a; = 1. Anstatt aber am Objekte fiber eine Bedingung zu ver- 
fugen, darf man festsetzen, dass die sechs (unabhangigen) Winkel 
S'C-B[, S'C'-Al, S'A^Bl, S'-A'Cl, S^B^A^, S'B'C\ rechte 
seien. Darauf muss das Bild in fiinffacher Weise spe- 
zialisiert sein und somit aus 13 — 5 — 8 Stiicken gezeichnet 
werden konnen. 

Um ein solches Bild zu erhalten, ziehe man (Fig. 93, S.162) 
ahy aCf be aus S (2 Bed.). Auf be wahlt man A und zieht 
durch A die Bilder ab, ae (3 Bed.). In der Ebene a ver- 
zeichnet man die Gerade S^C^ oder a/3 (2 Bed.). FUr das 
Bild der Ebene c ist nun C^/Si eine FalUinie, die dazu Senk- 
rechte pe eine Hauptlinie und auch SA, AC^ das Bild eines 
Rechtwinkelpaares. Mit Hilfe dieser zwei Paare gegeniiber- 
liegenden Linien findet man das Bild der aus (7j auf a^'e*' ge- 
fallten Senkrechten. (Im Schnitte von S^C^ mit ae zieht man 
eine Parallele zu be und aus dem Schnitte von AC^ mit ae 
eine Parallele zu pc. Der Schnittpunkt der Parallelen liegt 
auf BC^.) Der Fusspunkt B bestimmt mit S^^C^ «== afi die 
Ebene /3, es lassen sich fia und fie angeben. — Um y zu 
bestimmen verschiebt man die Ebenen a, fi nach 12 3, 14 5, 
so dass sie sich namlich in 1 auf ab schneiden. Die Linien 
23, 45 schneiden sich in 6, dem Bilde der Orthogonalpro- 
jektion des Punktes V auf die Flache c*". Ebenso ist 56 das 
Bild der Projektion von a^'b'' auf C. Wenn nun die Ebene 
y** senkrecht auf a''b*' stehen soil, so muss in e*' ihre Spur 
y'*c'' senkrecht zu der Projektion £'''6'" liegen. Da aber die 

Weiler, Neue Behandlang der Parallelprojektionen, 11 
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Linie 3''5'* bereits diese Riclitung hat, so muss das Bild yc 
mit 35 parallel sein. Man ziehe sie im iibrigen beliebig, 
etwa durch Q auf S6 (1 Bed.). — Die Gerade yc reprasen- 
tiert hierauf eine FalUinie der Ebene CSQ^ die in § auf yc 



Fig. 98. 




errichtete Senkrechte h ist das Bild einer Hauptlinie. Fiir 
dieselbe Ebene ist auch 56, 16 das Bild eines Rechtwinkel- 
paares. Man kann somit fiir diese Ebene das Bild QC der 
Senkreehten aus Q'' auf a^b'' konstruieren. (Man schneidet 
ab mit h und ^6 und zieht durch jeden der Schnittpunkte 
eine Parallele zu der gegentLberliegenden Linie des anderen 
Schnittpunktes: im Schnitt mit h eine Parallele zu 16 oder 
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S^Ci und im Schnitt S mit ^6 eine Parallele zu yc. Die 
zwei so erhaltenen Linien schneiden sich auf QC.) Durch C 
und yc ist die Ebene y bestimmt. Zuletzt werden die Schnitte 
ya « B^S^ und yfi = A^S^ verzeichnet. (In Pig. sind von 
jeder der Ebenen cc, fi^ y das voUstandige Spurendreieck be- 
zuglicli der Ebenen a, 6, c benutzt, also «&, ac, aa fiir 
a u. s. f.) Man wird bemerken, dass das Bild aus 8 Stucken 
konstruiert worden ist. Durch das Bild ist das Original be- 
stimmt, denn auch hier kreuzen sich b''c'' und a''y^ recht- 
winklig, wobei A^B[ ihr kiirzester Abstand ist u. s. f. 



Sechster Teil. 

Der Zusammenhang zwischen Objekt, Pro- 

jektionsrichtung und Bild bei der scMefen 

Parallelprojektion. 



55. Hat man ein Objekt durch schiefe Parallelprojektion 
auf die Ebene P abzubilden, so darf man die Lage der Pro- 
jektionsrichtung j?'" zu dem Objekte willkiirlich annehmen, 
was der Verfiigung iiber zwei Bedingungen gleichkommt. 
Darauf bringt man die Ebene P in irgend welche bestimmte 
Lage zu dem Objekte, beziiglich zu p''^ was neuerdings die 
Verfiigung dber zwei Bedingungen bedeutet. In anderer Aus- 
drucksweise hat man hier (in der unendlich fernen Ebene des 
Raumes) die Richtung von p*' und die Stellung von P un- 
abhangig voneinander (und nicht in vereinigter Lage) zu 
wahlen; bei der Orthogonalprojektion war die Stellung von 
P durch die Richtung von p''^ und umgekehrt. bestimmt. 
Wenn die Lage dea Bildes in der Bildebene gleich- 
giltig ist, so hangt eine bestimmte Parallelprojektion 
des Raumes von vier wesentlichen Bedingungen ab. 

11* 
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Hat ein abzubildendes Objekt o Bestimmungsstucke, so 
hat man fiir das Objekt und eine bestimmte Abbildung des- 
selben zusammen liber o + 4 Bedingungen frei zu verfiigen. 
Das Bild soil durch 6 Stiicke oder Bedingungen bestimmt 
sein. 1st das Bild gegeben, so hat man fiir das Objekt 
und dessen Lage zu der Projektionsrichtung und zu 
der Bildebene zusammen iiber a? =» o + 4 — 6 Beding- 
ungen zu verfiigen. — Die Auffassung der projizierenden 
Linien als Sehstrahlen ist in Nr. 47 auseinandergesetzt. Jene 
Resultate und einige weitere Betrachtungen gelten hier un- 
verandert. 

a) Ein einfaches Beispiel fur die Abzahlung der Beding- 
ungen bietet das Tetraeder. Das Original A'B^G''D^ ist 
durch «= 6 Stiicke, sein Bild als das Viereck ABCD ist 
durch 6 «= 5 Stficke bestimmt. Es folgt a; = 5.* Soil ein 
gegebenes Viereck das Bild eines Tetraeders sein, so kann 
man iiber 5 unabhangige Stiicke des Tetraeders verfiigen, 
darauf sind das Objekt, die Projektionsrichtung und die Lage 
beider zu dem Bilde bestimmt. Man darf die Originallangen 
von fiinf Kanten geben oder z. B. festsetzen, dass das Original 
einem gegebenen Tetraeder ahnlich sei (Pohlkescher Satz). 
— Anderseits lassen sich die fiinf Bedingungen auf das Tetra- 
eder und die Projektionsrichtung verteilen. Man kann z. B. 
die Lage der Projektionsrichtung zu dem Bilde und die Ori- 
ginallangen dreier Kanten, die jedoch nicht in einerlei Flache 
liegen diirfen, angeben. In diesem Falle geschieht die Be- 
stimmung des Originals wie in Nr. 47, e). 

Soil ein Viereck das Bild eines regularen Tetraeders 
sein, so findet man o = l, 6 = 5; x = 0, Ein regulares Tetra- 
eder ist als ein in fiinffacher Weise spezialisiertes zu betrachten 
(o = 1 gegeniiber o = 6). In Nr. 62 ist angegeben, wie man 
bei gegebenem Bilde die Projektionsrichtung und die Grosse 
des Originals findet. 



* Fiir einen beliebigen KSrper von e Ecken und k Kanten werden 
o = A;, 6 = 26 — 3; aj=A; — 2e-f 7. 
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b) 1st das Objekt eine dreiseitige korperliche Ecke 
vom Scheitel 8*' und den Kanten a*", h% c**, so bestehen die 
Werte o = 3, 6 = 2; ic = 5. 

Kennt man das Bild, das Original und die Stellung der 
Projektionsrichtung p*" zn dem letzteren, so kann man die 
Lage von j^** in Bezug auf das Bild finden. Zu diesem Zwecke 
wird man das Original auf eine zu jp** senkrechte Ebene N 
projizieren. Es entsteht ein Biischel S'.a'fe'c' und nun hat 
man die Ebenen N und P in solche Lage zu einander zu 
bringen/dass S", a'6'c' die Orthogonalprojektion des ge- 
gebenen Bildes ist (Nr. 50, Anhang). Die auf N senkrechten 
Strahlen stimmen mit den projizierenden Linien p*" iiberein. 

Eine andere Festsetzung fiber jene funf Bedingungen bei 
gegebenem Bilde wiirde darin bestehen, dass man die Ecke 
iS'*. a^h^c^ wahlt und die Stellung von p^'zu dem Bilde S . ale, 
Alsdann siicht man die Stellung von p^ tm der Originalecke. 
Die Aufgabe lasst sich auf eine solche liber die Orthogonal- 
projektion zurtickfiihren. Ist namlich etwa S"'. a"6"c" die 
Orthogonalprojektion des Bildes S.ahc auf eine zu jp*" senk- 
rechte Ebene N, so hat man die gegebene Ecke so zu legen, 
dass S".a"b"c" ihre Orthogonalprojektion wird. 

c) Besteht die Originalfigur aus wStrahlen a'*, h^, c*", ... 
eines Buschels vom Scheitel P**, so ist das Bild P, ajb,c ... 
ebenfalls ein Buschel. Fur o = 6 = w — 1 liefert hier die 
Formel a; == 4. 

Ist das Bild gegeben, so darf man am Objekte drei 
Strahlen, beziehungsweise zwei Wink el, annehmen. Die Be- 
stimmung der tibrigen geschieht nach Nr.l, beztiglich Nr. 47, d). 
Es verbleiben hierauf noch zwei freie Bedingungen ftir die 
Projektionsrichtung, deren Lage zu Original oder Bild fest- 
gesetzt werden darf. Um endlich die letzte Lagenbeziehung 
zu finden, fiihre man eine auf p'' senkrechte Ebene N ein, 
auf welche das Original, beztiglich das Bild, normal projiziert 
wird; es eriibrigt die in Nr. 50, Anhang gegebene Konstruk- 
tion anzuwenden. 

d) Das Bild eines ebenen Vierecks A'B^C^'D^ ist wieder 
ein Viereck ABCD. Da hierbei o^b, so ist ^ «= 4. 
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1st das Bild bekaunt iind setat man fest^ dass die zwei 
Winkel bei A^ und C^ rechte seien, so darf man noch die 
Lage von i}** zu dem Bilde willkiirlich wahlen. Es wurde so 
folgen, dass im allgemeinen jedes Viereck die schiefe Parallel- 
projektion eines Vierecks mit zwei gegenuberliegenden rechten 
Winkeln sein kann und zwar fiir jede beliebige Lage der 
Projektionsrichtung (zu dem Bilde). Immerbin muss das Bild 
so beschaffen sein, dass die an denselben Scheitel verlegten 
Paare seiner „gegeniiberliegenden" Linienpaare sich trennen 
(Nr. 2). 

Man verschiebe nun sowohl beim Originale als bei dem 
Bilde die Vierecksseiten so, dass sie je durch einen Punkt 
gehen. Es folgt in t^bereinstimmung mit c), dass man in der 
Bildebene stets die Bilder der Rechtwinkelpaare (welche durch 
zwei unter ibnen bestimmt sind) willkurlieh festsetzen darf; 
in jedem Falle lassen sich fiir jede beliebig gegebene Projektions- 
richtung unter sich parallele ebene Systems finden, welche 
jene Rechtwinkelpaar- Bilder liefern. — Bei gegebener Pro- 
jektionsrichtung lasst sich die Bestimmung der Lage der 
Originalebene wieder auf eine bereits geloste Aufgabe der 
Orthogonalprojektion zuriickfuhren; die Originalebene kommt 
jedesmal in zwei symmetrischen Lagen zu der Projektions- 
richtung vor. 

56. Die Lage der Projektionsrichtung zu einem Kreise 
als Objekt hangt von nur eiaer Bedingung ab und es reduziert 
sich somit die Konstante in der Abzahlungsformel um eine 
Eioheit. Diese Pormel lautet somit a? = o -f 3 — 6. Wie be- 
reits angegeben, ist 6 = 2, o = 1, somit folgt a; = 2. Bei 
gegebenem Bilde lassen sich der Originalkreis und die Pro- 
jektionsrichtung nur bestimmen, wenn man fiber zwei weitere 
Bedingungen verfugt. 

a) Es sei die Lage eines projizierenden Strahles jp** in 
Bezug auf das Bild gegeben. (Diese Lage hangt von zwei 
Bedingungen ab.) In diesem Falle lasst sich die Original- 
ebene finden. Die voUstandige Bestimmung des Original- 
kreises ist in Nr. 44 enthalten. 
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b) Sind das Kreisbild und die Ebene E*" des Kreises ge- 
geben, so lasst sich die Projektionsrichtmig finden. — Da 
wie immer beliebige Parallelverschiebung der Gebilde in der 
Projektionsrichtung gestattet ist, so darf man die Spur e der 
Ebene E** durch das Centrum M des Kreisbildes legen (Fig. 94). 

Fig. 94. 




Der in e fallende Durchmesser sei A, B und es sei G, D 
sein konjugierter. Die Gerade CD ist das Bild der durch M 
gehenden FalUinie f*" der Ebene E**. Die Orthogonalprojektion 
/'„ von f*' ist die in M auf AB = e errichtete Senkrechte. 
Da der Winkel a von E** mit P bekannt ist, so kann man 
zu irgend einem Punkte P** auf f^, mit P« auf /*„ als Ortho- 
gonalprojektion, die Hohe P„1=«P„P'' angeben. Darauf lasst 
sich die projizierende Ebene f, f^ um f m ? umlegen. Es 
gelangen P*" nach (P), f'' nach (/*). Aus C hat man einen 
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Strahl (p) so zu ziehen, dass das auf (f) abgeschnittene Stuck 
M{C) dem Radius MB des Originalkreises gleich ist. Dieser 
Strahl Q)) ist die Umlegung des projizierenden Strahles p"" 
des Punktes (7. — Bei der Wiederaufrichtung der Ebene f f'' 
gelangt (P) um die Strecke P„2 vertikal liber Pn naeh P*"; 
((7) gelangt um eine leicht angebbare Grosse vertikal iiber Gn 
nach C", darauf ist CO'" die raumliche Lage der Projektions- 
rielitung. Ihr Winkel mit der Fluchtlinie C«(7 ist der Pro- 
jektionswinkel 9. 

57. Es ist bereits liervorgehoben worden, dass die Teil- 
verhaltnisse bei je drei in gerader Linie liegenden Punkten 
durch Parallelprojektion nicht verandert werden und dass ent- 
sprecliende Geraden des Originals und des Bildes allemal die 
Trager ahnlicher Reihen (gebildet aus entsprechenden Punkten) 
sind (Nr. 1). Ebenso ist die Beziehung, welche zwischen ent- 
sprechenden Strahlenbiischeln des Originals und des Bildes 
besteht, bereits beschrieben worden. 

Sind nun -4, B, C die Bilder von drei nicht in Gerader 
liegenden Punkte -4'', JB**, C^ eines ebenen Originalsystems E*", 
so lassen sich weitere entsprechende Punktepaare P, P'* in fol- 
gender Weise gewinnen. Schneidet man BC mit ^P in Pj, 
ebenso B^C^ mit A^P^ in Pj^, so stimmen die Teilverhaltnis- 
paarePPi : (7P„P''Pj:C''P[und^Pi : PiP,^''P[ :P[P^ nach 
Sinn und Grosse liberein, Denkt man sich hiemach alle ent- 
sprechenden Punktepaare beider Systeme konstruiert, so ent- 
stehen nach Nr. 49, S.138, zwei affine ebene Systeme. Es folgt, 
dass bezuglich jeder schiefen Parallelprojektion 
entsprechende ebene Figuren affin sein miissen und 
dass affine ebene Figuren oder Systeme sich gerade 
so verhalten wie zwei entsprechende Dreiecke der- 
selben. 

Die Frage, ob von zwei affinen Systemen das eine als 
eine Parallelprojektion des anderen angesehen werden darf, 
ist damit auf diejenige zuriickgefuhrt, ob von zwei Dreiecken 
das eine sich so projizieren lasst, dass es das andere zu seiner 
Projektion hat. Ffir ein Dreieck und sein Bild bestehen nun 
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die Werte o = 6 = 3, a?=4. 1st das Bild gegeben, so darf 
also das Original beliebig gewahlt und eine Bedingung, die 
Projektionsrichtung betreffend, gestellt werden. In anderer 
Ausdrucksweise giebt es der Formel gemass im allgemeinen 
unendlich viele Parallelprqjektionen, welche ein gegebenes 
Dreieck (ebenes System) in ein zweites gegebenes Dreieck 
(ein affines System) iiberfuhren. Diese Projektionen soUen 
nachfolgend bestimmt werden. 

In der Bildebene (Zeichnungsflache) P verzeichne man 
nebst dem Bilde ABC ein dem Originaldreiecke A'B^G^ kon- 
gruentes Dreieck A'B^C\ wobei A* auf A fallt und JB'C mit 
£C parallel ist (Fig. 95, S.170). Dieses Zusammenlegen ist auf 
vier Arten ausf uhrbar, indessen fuhren sie samtlich zu denselben 
Resultaten. Ein Punkt X auf BC ist das Bild eines solchen 
Punktes X' von B'C\ fur welchen JB'X' : C'X' mit BX : CX 
libereinstimmt. Man wird sofort erkennen, dass hierbei die 
Verbindungslinie XX' durch den festen Schnittpunkt von 
BB' mit CC hindurchgehi Umgekehrt schneidet jeder durch 
gezogene Strahl die Linien 5C, B'C in entsprechenden Punkten. 
Diese Linien BC pder t und J5'C" oder t^ sind die Trager ahn- 
licher Reihen und da sie in paralleler Lage sind, so haben 
alle entsprechenden Punktepaare zu Verbindungslinien die 
Strahlen eines Btlschels. Die Verbindungslinien von X und X' 
mit A'^A' sind entsprechende Linien der durch die Dreiecke 
ABCf A!B^C^ bezeichneten affinen Systeme. Zu der Losung 
der gestellten Aufgabe bedarf man nun derjenigen entsprechen- 
den Linien (Strecken) -4X, A^X\ welche von gleicher 
L'ange sind. Man hat somit solche Punkte X auf JBC, X' 
auf J?'C zu suchen, deren Verbindungslinie durch geht und 
deren mittelsenkrechte Linie den Punkt A enthalt. Die Mitte 
Xq zwischen X und X' liegt nun stets auf der in der Mitte 
zwischen t und t^ gezogenen Linie ^^ * Soil femer die mittel- 
senkrechte Linie von XX' durch A gehen, so muss weiterhin 



* Die au8 -4, J.' geftJlten H5hen der beiden Dreiecke werden als 
ungleicb vorausgesetzt, was stets erlaubt ist, wenn die Dreiecke nicbt 
kongruent sind. 
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Xq auf dem iiber AO als Durchmesser beschriebenen Kreise 
liegen. Es giebt also zwei Punkte Xq von dieser Eigenschaft, 
sie sind die Schnittpmikte Hq und Kq von tQ mit jenem 



Pig. 95. 




Kreise. Ihre Verbindungslinien mit schneiden t^ t' in Hy fl'; 
iC, K' und nun sind AH^ A^W*^ AK^ A!K^ zwei Paare ent- 
sprechender Linien aus A nach t und aus A! nach t^ gezogen, 
welche gleich lang sind. Die Linien h ^=^ AH^ k ^ AK sind 
die Bilder einer Hauptlinie h'' und einer Linie k'' des ebenen 
Originalsystems, jedoch in beliebiger Reilienfolge, vergl. Nr. 14. 
— Drelit man nun das System A^B'C^H' um A' =-4, bis ff 
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auf H QJ auf K) fallt, so geben die gedrehten Punkte 5', C" 
mit By C verbunden parallele (Affinitats-) Strahlen, wegen der 
trbereinstimmTiiig der Verhaltnisse HB : HC und H'B^ : WC\ 
— Dreht man femer das System AlB^CWE urn J.', bis V 
auf h {K' auf K) fallt, so gelangen die affinen Systeme ein 
zweites Mai in centrische Lage. Gegeniiber vorhin entstehen 
neue Affinitatsstrahlen. 

• Bei den eben ausgeftihrten Drehungen waren ABC und 
die Endlage von A!B^C^ je auf derselben Seite A, beziiglich 
von h. Das riihrt davon her, dass die parallelen Reihen BC^ 
B'C^ (oder t, t^) gleichen Sinn haben. Hatte man urspriing- 
lich das Dreieck A!B^C^ auf die zweite mogliche Weise so an 
ABC gelegt, dass A! in A und B'C" in t^ fallt, so hatten die 
Reihen BC, B^C entgegengesetzten Sinn. Wiederholt man 
im iibrigen die gemachte Konstruktion fur diese^ Zusammen- 
legung, so werden die Linien k, h festbleiben. Aber an Stelle 
des fruheren Systems A'B'C^H'K^ tritt das orthogonal -sym- 
metrische desselben in Bezug auf die von J.' nach f gefallte 
Senkrechte als Axe. Nenne man dasselbe A[B[C[E[K[, 
Dreht man es, bis flj auf H oder K[ auf K fallt, so sind die 
nunmehrigen Endlagen von A[B[C[ wieder mit J.£(7centrisch- 
affin, liegen aber je auf entgegengesetzter Seite der Axen h 
und Jc. Die jetzigen Endlagen (als Systeme iJ, Nr. 10) liegen 
mit den fruheren (als den Systemen Q) je orthogonal -sym- 
metrisch zu h und h. In Nr. 15 ist bereits angegeben worden, 
dass bei dieser im ganzen vierfachen Zusammenlegung der 
Systeme ABC^ AIB^C^ in die centrisch-affine Lage nur zwei 
Systeme von Affinitatsstrahlen auftreten. 

Nachdem so die Dreiecke ABCy A^B'C (und damit die 
durch sie bestimmten affinen Systeme) centrisch-affin gemacht 
worden sind, lassen sich leicht Parallelprojektionen angeben, 
beziiglich welcher ein mit A'B^C^ kongruentes Dreieck ABC 
zu seinem Bilde hat. Man mache die Dreiecke AHB^ A'H^B\ 
(Fig. 96, S. 172) mit den gleichbezeichneten Dreiecken in Fig. 95 
kongruent. AHB reprasentiert das Bildsystem, A'H'B' das um 
h^h! als Spur umgelegte Originalsystem. Dreht man das 
^ letrtere System aus seiner jetzigen Lage um h als Axe und 
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Fig. 96. 



um einen beliebigen Winkel a, so gelangt B^ nach B''^ um die 
Strecke -B„ (B\ vertikal iiber jB„. Die Verbindungslinie J55'' 
ist die Projektionsrichtung, welche, um B^B umgelegt, nach 
B{B)^ = (p) fallt. Der Winkel {B\BB^ ist gleich dem Pro- 
jektions winkel q> und BnB oder f ist die Fluchtlinie des 
Punktes B^. (Zu gegebener Richtung f giebt die Figur sofort 

q) und a — die Lage 
der Projektions- 
richtung und der 
Originalebene — , 
zti gegeben em Win- 
kel (p giebt es hoch- 
stens vier Lagen fur 
iy'-und5„,u.s.f.).— 
Ersetzt man in der 
voranstehenden Be- 
trachtung die Punk- 
te B und B^ durch 
C und C, so findet 
man wegen HB : HC 
^H^B'iWG'wie- 
der denselben Zu- 
sammenhang zwi- 
schen den Lagen von der Originalebene und der Projektions- 
richtung zu dem Bilde. 

a) Bisher ist angenommen worden, es schneide in Fig. 95 
der Hilfskreis liber dem Durchmesser AO die Linie Iq in zwei 
Punkten. Ist dieses der Fall, so enthalten die affinen Systeme 
ABC... nni A^'B^'C'' ... zwei Systeme paralleler entsprechen- 
der Linien A, fc; A**, A'', deren entsprechende Punktreihen gleich 
sind. Legt man die Ebenen ^ der beiden Systeme unter be- 
liebigem Neigungs winkel so aneinander, dass in zwei ent- 
sprechenden Linien hy h*' oder A, Jc*' alle entsprechenden Punkte 
sich decken, so sind die Verbindungsstrahlen AA''^ BB^ ... 
aller entsprechenden Punkte der beiden Systeme parallel; jedes 
der affinen Systeme ist eine Parallelprojektion des anderen. — 
Geschieht dieses Zusammenlegen in derselben Ebene (a = 0), 
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so entstehen centrisch-affine Systeme. Die Systeme konnen 
hier auf yier wesentlich verschiedene Arten centrisch-affin ge- 
maclit werden. 

b) Wird in Fig. 95 t^ von dem Hilfskreise nicht ge- 
schnitten, so haben die beiden Systeme keine entsprechend 
gleichen Reihen und es kann keines eine Parallelprojektion des 
anderen sein. Auch konnen in diesem Falle die Systeme nicht 
centrisch-affin gemacht werden. — Dieser Fall wird in der 
Regel dann eintreten, wenn von den Dreiecken ABC, A'B^C 
das eine sehr gross, das andere sehr klein ist. Namentlich 
aber tritt er stets ein fur zwei ahnliche Systeme. (In diesem 
Spezialfalle der Affinitat fallen in Fig. 95 nach A, JB' in 
AB und C in AC] der Hilfskreis hat den Radius 0, u. s. f.) 

c) Zwischen Schneiden und Nichtschneiden des Hilfskreises 
und Iq tritt als Gbergangsfall derjenige der Beriihrung 
ein. Die Linien h, Jc] h\ V fallen zusammen. Die beiden 
Systeme der mit A, h parallelen Linien des Systems ABC ... 
bilden eine vereinigte Schar, desgleichen die mit h\ V parallelen 
jenen entsprechenden Linien im Systeme A^B'C^ ,,. In jedem 
Systeme giebt es noch eine einzige Schar von Affinitatsaxen. 
Beide Systeme lassen sich noch auf zwei Arten zu centrisch- 
affinen Systemen zusammenlegen. 

Die Erzeugung affiner Systeme mit Hilfe von Parallel- 
projektionen soil im Anschluss an die eben gemachte Ein- 
teilung affiner Systeme in drei Klassen des naheren aus- 
einandergesetzt werden. 

Fiir zwei Systeme der Klasse a) bilden die entsprechend 
gleichen Reihen von den Tragem h, Jc] h\ V je zwei getrennte 
Scharen. Fiir den Fall, dass die von den h und fc, ferner von 
den }i und V gebildeten Winkel ungleich sind, lassen sich die 
Systeme wie in Nr. 15 mit Fig. 26—28 auf vier Arten (etwa in 
der Ebene P des einen Systems) als centrisch-affine Figuren 
zusammenlegen. Fig. 28 zeigt, dass im Falle der Ungleich- 
heit der Winkel (A, fc), Qh\ Jc') von den beiden Scharen von 
Affinitatsstrahlen keine auf der Ai^itatsaxe senkrecht stehen 
kann. Man fasse nun eine solche centrische Affinitat, etwa 
hy k] hiy ki mit h'^hl als Axe, naher ins Auge. Man drehe 
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das System Ai, &{ um hi Der Punkt CI, der dem Punkte 
C auf k entspricht, beschreibt einen Kreis. Der Punkt C liegt 
ausserhalb der Ebene dieses Kreises, die ja auf h seukrecht 
steht, weil nach dem Vorigen 0C{ nicht auf h senkrecht 
stelien darf. Jede Lage von Cl^ bezGglich C[^ auf jenem 
Kreise, bestimmt mit h die Originalebene in ihrer Lage zu 
der Bildebene. Dabei ist CC[ die Projektionsrichtung. Es 
folgt, dass diese Projektionsrichtung niemals auf der Spur- 
linie h — hi senkrecht stehen darf. Noch weniger giebt es 
somit unter diesen Projektionen, mit h = hi als Spurlinie, 
eine Orthogonalprojektion. — Die centrisch-affinen Systeme A, 
k'y hi, Jc2 fuhren auf die namlichen Projektionen, beztiglich 
deren die beiden affinen Systeme als Original- und Bild- 
system auftreten. — Endlich liefern die centrisch-affinen 
Systeme A, A; A3, Jci und h, ^; M, H mit ft « ^8,4 als gemein- 
samer Axe eine zweite Schar solcher Parallelprojektionen, in 
denen die affinen Systeme als Original und Bild vorkommen 
und von denen ebenfalls alle so beschaffen sind, dass die 
Prqjektionsstrahlen und die Spurlinie sich niemals recht- 
winklig kreuzen. (Ausgezeichnet sind hierbei nur diejenigen 
Projektionen, fur welche die Fluchtlinien mit der' Spur parallel 
sind.) — In der bisherigen Behandlung der Klasse a) ist an- 
genommen worden, dass die von den Linien h und Jc und die 
von A' mit ft' gebildeten Winkel ungleich seien. Waren diese 
Winkel aber gleich, so mtissten nach Nr. 15 die Systeme 
kongruent sein. Dieser besondere Pall soil spater erortert 
werden. 

Zwei affine Systeme der Klasse b) besitzen keine ent- 
sprechend gleichen Reihen. Daher kann keines der beiden 
als eine Parallelprojektion des anderen dargestellt werden. — 
In diese Klasse gehoren namentlich die ahnlichen, jedoch nicht 
kongruenten Systeme. — Zwei entsprechende Geraden t, f 
beider Systeme sind die Trager ahnlicher Reihen, gebildet aus 
entsprechenden Pimkten. Durch ahnliche Vergrosserung des 
einen Systems kann man erreichen, dass diese zwei ent- 
sprechenden Reihen gleich werden. Legt man hierauf die 
neuen Systeme so aneinander, dass die entsprechenden Punkte 
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dieser Reihen sich decken^ so sind die Verbindmigslmien aller 
iibrigen entsprechenden Punktepaare parallel. Liegen hierbei 
diese Systeme in zwei verschiedenen Ebenen, so ist jedes eine 
Parallelprojektion des anderen; liegen sie in einerlei Ebene, so 
sind sie centrisch-affin. — Es seien E, E' die gegebenen 
affinen Systeme der Klasse b) ty t* zwei entsprechende Reihen 
derselben. Durch ahnliche Vergrosserung des Systems E' ent- 
stehe das neue System E"; dabei gehe t' in t'^ tlber, wobei 
nun die Geraden t, t" die Trager entsprechend gleicher Reihen 
der Systeme E und E" sind. Hierauf werden E, E" not- 
wendig entweder der Klasse a) oder der Klasse c) angehoren, 
oder endlich kongruente Systeme sein. Ob der erste oder der 
zweite dieser Falle eintritt, hangt von der Wahl t, t' ab, wie 
bald gezeigt werden soil*. Der dritte Fall tritt nur ein, 
wenn die urspriinglichen Systeme ahnlich sind. 

Wenn die zwei gegebenen affinen Systeme der Klasse c) 
angeh5ren, so fallen ihre Linien fe, k] h\ k' je zusammen. 
Wahrenddem in dem allgemeineren Falle, mit welchem diese 
Linien je verschieden sind (vergl. Nr. 15, Fig. 28), die Winkel- 
halbierenden der Linien A, k den Winkelhalbierenden von A', A' 
als die ausgezeichneten Linien i, i^; i\ ii entspreehen, fallen 
hier einerseits %, k mit i^^ anderseits %', k^ mit i[ zusammen. 
Femer sind i auf h^k^i^^ und i' auf h^ ^k* ^ il senkrecht. 
Da somit die auf den Tragern der gleichen entsprechenden 
Reihen errichteten Senkrechten sich paarweise entspreehen, 
so kann bei dem Aneinanderlegen der beiden Systeme, bei 
welchem zwei gleiche Reihen zur Deckung gelangen, nur der 
Fall eintreten, dass die Verbindungslinie aller entsprechenden 
Punktepaare die Axe rechtwinklig kreuzen oder schneiden. 
Zwei solche Systeme speziellen Gharakters sollen normal- 
affin genannt werden. 

Es seien h und A' die „Axen" der beiden normal -affinen 
Systeme, femer P und P' zwei entsprechende Punkte. Aus 



* E, E" sind affine Systeme der Klasse c), wenn *, t', t" mit », »', 
t" oder mit t^ , %[, t{' zusammenfallen, mit anderen Worten, wenn 
diese entsprechenden Linien t, t\ t" aaf ihren gegenuberliegenden senk- 
recht stehen. 
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P, P' falle man auf h, V die Senkrechten FP^, PPi Ihre 
Fusspunkte P^, Pq in A, A' sind entsprechende Punkte. Legt 
man die beiden Systeme in einer Ebene mit den entsprechen- 
den Pankten ihrer Axen aneinander, so liegen P und P' auf 
einer Senkrechten zu dieser Axe. Es sei PPq grosser als 
P'Po. Bei der Drehung des Systems A'P' um h' beschreibt 
P' einen Kreis und es liegt P in der Ebene des Kreises, 
jedoch ausserhalb desselben. Wabrend fQr jede Lage Fi- 
des Punktes P' der Projektionsstrahl PPl die Spurlinie 
h = V rechtwinklig kreuzt, kann derselbe niemals auf der 
Ebene E oder hP senkreebt stehen. In zwei symmetrisehen 
Lagen von E^ zu E (Ebene hP) aber sind die Projektions- 
strahlen auf El senkreebt. Es kann also nur das System E' 
oder A'P' eine Ortbogonalprojektion des Systems E oder hP 
sein, nicht aber umgekehrt. Ware PPq kleiner als P^Pq vor- 
ausgesetzt worden, so wiirde der umgekehrte Fall eintreten. 
Waren endlicb PP^ und PPo gleich lang, so waren die zwei 
Systeme kongruent. 

tJber die drei Elassen affiner Systeme mag noch fol- 
gende Betrachtung angestellt werden. Angenommen, die 
Systeme besitzen unter ihren entsprecbenden ahnlicben Reihen 
zwei entsprecbend gleicbe, t und t\ Man lege die Systeme 
E und E' in derselben Ebene so aneinander, dass die ent- 
sprecbenden Punkte in t und t^ aufeinanderfallen. Darauf 
seien P und P' zwei entsprechende Punkte ausserhalb dieser 
,,Axe" t^t\ Die Systeme sind nun centrisch-affin (nach 
Nr. 49). Es wird im allgemeinen (nach diesem Zusammen- 
legen) der Affinitatsstrahl PP' zu der Axe ty t' geneigt sein. 
Dann schneidet die Mittelsenkrechte der Strecke PP' die Axe 
in einem im Endlichen gelegenen Punkte L -« i'. Die Strahlen 
PL J P'L' sind entsprechende yon gleicher Lange (dasselbe 
gilt fur die zu ihnen parallelen, die sich auf t schneiden). Es 
seien ferner Jkf •=« Jf ' und JV — » JV^' zwei auf f « ^' nahe bei 
i, jedoch auf entgegengesetzter Seite von L aus, gelegene 
Punkte. Wenn MP<WP\ so ist NP>N'P' und um- 
gekehrt. Im iibrigen sind diese Strahlen MP und M'P', 
ferner NP und N' P' je entsprechende. Es folgt so, dass 
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bei zwei affinen Systemen der Klasse a), denn urn solche 

handelt es sich hier, in jedem derselben Strecken vorkommen, 

die bezuglich kleiner, gleich und grosser sind, wie ihre ent- 

sprechenden Strecken des anderen Systems. — Wenn aber 

oben der Punkt L unendlich fern liegt, so sind die aus P 

nach t'^t^ gezogenen Linien entweder samtlieh grosser oder 

samtlich kleiner als ^. ^„ 

Pig. 97. 

ihre entsprechenden, 
welclie P' mit den- 
selben Punkten von 
t^t^ verbinden. Die 
Linie PP^ ist jetzt 
senkrecht auf ^«<'. 
Es giebt nur ein Sy- 
stem entsprechend 
gleicher Reihen. Die- 
ser Fall tritt f lir zwei 
Systeme der Klasse 
c) ein; in dem einen 
der beiden giebt es 
Strecken , welche 
samtlich kleiner und hochstens gleich sind wie ihre ent- 
sprechenden Strecken des zweiten und die Strecken des zweiten 
Systems sind alsdann samtlich grosser, hochstens gleich ihren 
entsprechenden des ersten Systems. 

Handelt es sich endlich um zwei affine Systeme der Klasse 
b), so sind offenbar alle Strecken des einen Systems grosser 
als ihre eutsprechenden im anderen System. Gleichheit ent- 
sprechender Strecken tritt nicht ^in. 

Die ahnlichen und die kongruenten Systeme teilen mit 
den affinen Systemen die Pundamentaleigenschaften, die sich 
auf die Gleichheit der Teilverhaltnisse beziehen. Sie sind 
Spezialfalle affiner Systeme. 

Nimmt man, analog Fig. 95, zwei entsprechende Dreiecke 
zweier kongruenten Systeme, so sind dieselben ebenfalls 
kongruent und gelangen bei der einen Zusammenlegung zur 
Deckung (Fig. 97). Gegenuber Fig. 95 fallen hier t, V t^ zu- 

Woilor, Neue Behandlang der Parallelprojektioncn. 12 
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sammen und es werden die Elemente h, h imbestimint. Jede 
durch A ^ A^ gezogene Gerade kann als vereinigte Linie 
h '^ h\ AH ^ A'H' betrachtet werden. Pfihrt man cine 
solche beliebige Linie als Axe ein, so dreht man das System 
A^B'C um dieselbe und um den beliebigen Winkel a**. Da- 
bei geht A'B'C' in A'^B'^C'^ iiber. Dieses Dreieck hat ABC 
zu seiner Parallelprojektion. Die Projektionsrichtung p^ oder 
CC*' etc. steht hier auf der .Halbierungsebene des Plachen- 
winkels a*" senkrecht. Nur fflr a" ^0 fallen Originalebene 
und Bildebene zusammen und ist die Projektionsrichtung un~ 
bestimmt. Es giebt also zweifach unendlich viele Parallel- 
projektionen, durch welche ein ebenes System als ein kon- 
gruentes System projiziert wird; die Ebenen beider Systeme 
liegen stets zu der Projeiitionsrichtung symmetrisch. Bringt 
man die Systeme zur Deckung, so ist die Projektionsrichtung 
unbestimmt. — Wahlt man als Spur die unendlich feme Ge- 
rade der Ebene ABC^ so werden die Ebenen E {ABC) und 
£*' {A^B^C^) parallel. So oft umgekehrt die kongruenten 
Systeme ABG^ A^B''C^ im Raume in parallele Lage ge- 
bracht werden, ist allemal jedes eine Projektion des anderen. 
So entstehen wieder zweifach unendlich viele Projektionen, 
welche das eine System in das andere iiberfuhren. Unter 
ihnen kommt eine Orthogonalprojektion vor. (Bei dieser 
Darstellwig sind uberall Parallelverschiebungen der Sy- 
steme in der Projektionsrichtung als gleichgiltig angesehen 
worden.) 

Fiir irgend eine dieser Projektionen sei E die Bildebene, 
E** die Originalebene und p^ die Projektionsrichtung. Hat 
darauf p^ eine beliebige Lage zu E, so liegen E** und E zu 
jp** symmetrisch oder es ist E*" mit E parallel; fur gegebenes 
p^ sind somit zwei Lagen der Ebene E** moglich. Ist E'' in 
beliebiger Lage gegeben, so ist p^ zweideutig bestimmt; ware 
aber E** als parallele Ebene von E gegeben, so ware p^ ganz- 
lich unbestimmt. 

Wenn die zwei Systeme ahnlich sind, so giebt es keine 
Parallelprojektionen, welche das eine als Projektion des 
anderen entstehen lassen. 
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Wenn zwei affine Systeme E, E' weder ahnlich noch 
kongruent sind^ so liegt das YerhaltDis zweier entsprechenden 
Strecken AB:A'B^ zwischen zwei extremen Werten. Um 
dieselben zu erhalten^ verzeichne man in E' die Ellipse^ welche 
einem Ereise des Systems E entspricht. Die Yerhaltnisse der 
Halbaxen dieser Ellipse zu dem Radius jenes Eireises sind 
eben diese extremen Werte. (Vertauscht man hier die Systeme 
Ey E' miteinander; so findet man^ dass die Ellipsen beider 
Systeme, welche den Ereisen der anderen Systeme entsprechen, 
ahnlich sind.) Dass in der That einem Ereise des einen 
Systems eine Ellipse (als Ereisbild) im anderen entspricht, 
geht daraus hervor, dass jedes System einer bestimmten 
Orthogonalprojektion des anderen ahnlich ist (Nr. 50); die 
Ereisbilder bei der schiefen Projektion sind somit yon denen 
bei der Orthogonalprojektion nicht wesentlich verschieden. — 
Die extremen Werte der Verhaltnisse entsprechender Strecken 
treten auf, wenn die Strecken in den ausgezeichneten Linien 
i, *! beztlglich i', i\ liegen. 

58. tJhei zwei affine ebene Systeme lassen sich im 
Anschlusse an vorige Nummer eine Reihe von Fragen beant- 
worten. Es mogen diesbezilglich folgende Betrachtungen an- 
gestellt werden. 

Wenn zwei Systeme E, E' affin sind, so sind auch 
irgend zwei damit ahnliche E^, E{ affin. Dabei konnen die 
beiden Paare affine;r Systeme verschiedenen Elassen ange- 
horen, wie aus nachfolgendem hervorgeht. 

Zwei entsprechende Geraden g^ g' irgend zwei affiner 
Systeme E, E' sind die Trager ahnlicher Reihen GG^G^-..^ 
G'GiG^' . . . entsprechender Punkte. Die Verhaltnisse 
GG^ : GG^ : ... und G^G[ : G'G^ : ... stimmen aberein. Es 
entsteht nun die Frage, wie viele entsprechende Linienpaare 
g^ g'] l^ V ... in. beiden Systemen vorkommen, fiir welche die 
entsprechenden Strecken GG^:G'G[, LL^: VL[ ... je in dem- 
selben Verhaltnisse w : m' zu einander stehen. Vergrossert 
man das System E' ahnlich mit sich selbst, bis die ent- 
sprechenden Reihen g von E und ^" des vergrosserten Systems 

12* 
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EV,.glflip.b..$in<i,. aa fiade,t.maDL m bekanntep: Weise.jM>ch zwei 
gleidj.0 . ^ntapreohende Lixden.lyV^,. w/obei Jediooh auch.i mit 
g, und.i" ,axit ^V ausamm^nfallett konnen. . Hierbei sind die 
HJB^lwb^rimgslHtiieu.dbE Wixikel (^,0 und (^'!yif!).«nt»pafech€aide 
tipgiieaip^re. iyii*y,i*[, i".ia. reehtTOnkliger Lage.* Geht mm 
roit^. E", auf idas System E' zuriicky;so findcfc mani^.dass .ea in 
jedQxa.TOW jsmei.. affinto.SyatemejQ.je. aw.ei .Schareti yon 
paorallelm Linien giebt, flerea entsprechende .Stareokeit in dem- 
^beaVerhaltoda&e.^u ainander ;steheDi.: Sie .bildea , mit den 
?,w/?i. LimeH^cbaXen,. i,.:ii, ibeitigHeh eV*'i gl^w^t^ Wiiikd 
8iud\letaterei,Wmkel NwU^.so viBreinigen sieb in jedeim Syetme 
beidi? -Sobareft... Es. folgfe, wBil jem e^tsprecbeodiatt; reohir 
^bikligen . Jaini^o^cbariea; ;: stets vorbandea isijttd, d a^ss Joaan 
duxcib abnliebe yj^rgjrofiBerungeii. ziwei affine.SysJUnifi 
eittf^y .dex djr^i J[^l£^ssen. ill aolebe jederandexeji Klasise 
u.bi0Tfilbr.eu,,kiatto. ; (Um zwei Systeme der .Klassea) oder 
dejJ.iKJa^ge. b)riavSoldQie dex Klaase ,c) Hberzufiibren, .bat.-m^ 
sie so zu vergrossem, dass die entsprecbe'ad^ii iStr^ok^Ji der 
Trager i und V oder i^ und i,' gleicb lang sind.) 

Wenb die Strecken der zwei Linjeii g^ t des Systems E 
zu'den eiitspfecbenden Streckeii auf ^', V des Systems E^ in 
dfemselberi' Verbaltmsse fn : m^ stieben,** so betracbte' iriaii 
g^l ia E, g\ V in E' als Axen scbiefwinkliger Parallel- 
Eoordilliat^ilsysteme. Ent^precbtode Ptmkte der affinen 
Systeme baben alsdann KoordinatenJ diie sicb Vetbalteli wie 
mim*. Die Pormeln a?' ^ A . a?, t/' =^ ^ -if veirmitteibi ^omit 
den C^bergang von einem System sru eibem affinen in dllge- 
ntdoaster Form, wenn nur die bieiden Koordinaiensysteme^ rr, y 
und a>^, jf' beliebige Eoordinatenwiiikel beeitzen; — Sollen beide 
Systeme dei?' Elasse a) angeboren, so geniigen die ^oTmeln 
x^^^Xy j('*«y, wenn nur im allgemeinen die Koordrnaten* 
wiakeil verscbieden sind, (Die Gleicbbeit der Koordinaten- 



* Diese ,;rectitwiiikligeh = gegendberliegfendeii Liniieii*' dftr beiden 
Systfeme $iticlf stets Vorhanden, ftir Hhnliche- Syst^me werden'sie tln- 
befttimintii = .. ■ . - 

♦* VerglS.lS6. ■ . . . 
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winkel bedeutet hier Kangruenz der Systeme; in dem oben 
angegebenen allgeioeinsten Falle bedeutet die Gieichheit dieser 
Winkel, Ahnlichkeit der Syateme.) — r FUr zwei Systeme der 
Elasse c) genugen die Formeln a?' « rr, y' = A . y^ wenn beide 
Koordinatensysteme rechtwinklig sind. — Endlich geben auch 
die Formebi x^ = Ix^ y' -= fiy den Ubergang zu einem affinen 
System in allgemeiner Form, wenn beide Koordinatensysteme 
rechtwinklige sind. (Sind diesfalls X, fi beide grosser oder 
kleiner als 1, so entsteben Systeme der Elasse b); ist nur eine 
dieser Grossen gleicb 1, so gehoren die Systeme der Klasse 
c) an. Fiir zwei Systeme der Elasse a) ist die eine der Grossen 
A, fi grosser, die andere kleiner als 1; A «= ft bedeutet Ahn- 
lichkeit und A = f* = 1 den Fall der Kongruenz.) 

Systeme, welche mit irgend zwei affinen Systemen ahnlich 
sind, konnen centrisch-affin sein. Fiir die ersteren, also auch 
fur die letzteren, besteht somit^ die Proportionalitat aller 
entsprechenden Flachen. 

— Ein ebenes System und irgend eine Parallelprojektion 
desselben sind im allgemeinen affine Systeme der Klasse a). 
Daraus folgt u. a., dass ein Kreisbild stets Durchmesser hat, 
die grosser, gleicb oder kleiner sind wie der Kreisdurchmesser. 
Ein um den Mittelpunkt des Kreisbildes besehriebener, mit 
dem Originalkreise gleieher Kreis muss das Kreisbild stets 
in vier reellen Punkten (den Endpunkten zweier Durchmesser) 
schneiden. (Die Projektionen, bei welchen die Projektions- 
richtung und die Spur sich rechtwinklig kreuzen, bilden hier 
die Ausnahme.) Hiervon wird nachfolgend Gebrauch gemacht 

Ein Kreis von gegebenem Radius r babe in M das 
Bild des Mittelpunktes und es seien MA, MB zwei kon- 
jugierte Halbmesser des Bildes. Darauf lasst sich die Ebene 
des Kreises so bestimmen, dass sie mit der Bildebeire einen 
gegebenen Winkel bildet, auch kann die Projektionsricbtung 
angegeben werden* 

Die Gestalt des Originaldreiecks M^A'B^ deasen Bild 
MAB in Fig. 98 (S. 18^)^egeben ist, ist bekannt. Es ist bei -M** 
rech^nklig und seine Katheten 4^**4> Jf '■J5^ sind gl^ch n 
Ein mit diesem kougruentes Dreieck -M'4!^/ wd so ai^ JtLiB 
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gelegt, dass M' auf M fallt und A'B* mit AB parallel Kegt. 
Wie in Fig. 95 sind die Linien A, k konstruiert, welche mit 
ihreu entsprechenden von gleicher Lange sind. Jede von 



Fig. 98. 




ihnen lasst sich als Hauptlinie^ beziehungsweise als Spur der 
Originalebene betrachten. — 1st h die Spur^ so mache man 
MC = MC^ "= n Die Punkte C, C^ liegen auf dem Kreisbilde. 
Dreht man den iiber CC^^ als Durchmesser beschriebenen Kreis 
urn h und um den beliebigen Winkel a*", so entsteht der 
Originalkreis in seiner richtigen Lage zu dem Bilde. Dreht 
man das System *', A\ B' um M\ bis H' auf H fallt, so 
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mogen A\ B' nach A[y B[ (samtlich auf dem Kreise jUB^CC^ 
liegend) gelangen. Bei der Drehung von A, A[, B[ um h 
und um den Winkel a** mogen -4j, JB[ die Endlagen von 
-4{, B[ sein. Darauf bedeuten die parallelen Strahlen AA^^ 
BBl die schliessliche ProjektionsriclituMg. — Soil aber h die 
Spur sein, so haben Originalkreis und Bild die beiden Punkte 
D, Dj auf ft, welche von M den Abstand r haben, gemein. 
Dreht man das System Tt\ B\ Al um M\ bis E! nach K ge- 
langt, so soUen B[y A[ die Endlagen von B\ A! sein. Darauf 
drehe man noch i, B[y A[ um ft imd um den Winkel a^ nach 
ft, Bl, A^. Dann sind B!^B ^nd A^A projizierende (parallele) 
Linien und JcB^A^ die Originalebene. ^ 

Hier ist die planimetrische Aufgabe mitgelost worden, 
eine Ellipse von zwei bekannten konjugierten Durchmessern 
mit einem zu ihr konzentrischen Kreise zu schneiden. Weil 
die Winkelhalbierenden von Ji, ft die ausgezeichneten Linien 
iy ii sind, so folgt, dass die Durchmesser, auf welchen die 
vier Schnittpunkte liegen, zu den Axen der Ellipse ortho- 
gonal -symmetrisch, liegen mtissen. 

— Zwei affine ebene Systeme besitzen mehrere Scharen 
ausgezeichneter Linien, liber deren Bedeutung und Lage die 
nachfolgende Betrachtung Aufschluss giebt. Gehoren die 
beiden Systeme den Klassen b) oder c) an, so ersetze man sie 
durch zwei ihnen ahnliche Systeme der Klasse a) und mache 
die letzteren im voraus centrisch-affin. Die Resultate lassen 
sich leicht auf die ursprunglichen Systeme iibertragen. 

Die zwei centrisch-affinen Systeme soUen mit E und E' 
bezeichnet werden; es sei g die Axe und P, P' ein Paar ent- 
sprechender Pimkte, auf derselben Seite von g liegend (Fig. 99, 
S. 184). Das orthogonal-symmetrische System E" von E' in Bezug 
auf die Axe ^, ist mit E ebenfalls centrisch-affin, wobei g die 
Affinitatsaxe und P, P" ein Paar entsprechender Punkte ist. 
Der durch P, P', P" gelegte Kreis ft schneide g in Jy^J^. Die 
Verbindungslinien dieser Punkte mit P, P', P" sind die ent- 
sprechenden re^jhtwinkligen Strahlenpaare i, j\; i\ i[] ^", i" der 
drei Systeme. 
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Alle durch P und P' gehenden Kreise bilden ein Kreis- 
bflschel. Einer dieser Kreise, \, schneide g in zwei (selbst- 
entsprechenden) Punkten A^ B, Den Strahlen PA « a, PB = b 
entsprechen P'A = a', P'B -» 6' und P"A = a", P"5 = 6''. 
Dabei sind (at) = /J, (a'6') === i^', (a"6") = /5" entsprechend 



rig. 99. 




gleiche Winkel der drei Systeme. — Samtliche Kreise durch 
P, P" bilden ein zweites Kreisbiischel *. Der Kreis h^ dieses 
Biischels schneide g in den zwei Punkten A^ C; ihre Verbin- 
dungslinien mit P, P', P" seien a, c; a', c'; a", c". Die Winkel 
(ac) «= y, (a'c') = y', (a"c") = y" sind entsprechende. Die 
unter sich gleichen Winkel y\ y" sind mit y supplementar. — 

* Beide Kreisbiischel haben den Ereis k gemeinsam. 
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Mit Hilfe jener Kreise i^, Jc^ findet man somit entsprechende 
Linienpaare der Systeme E, E', welche sich unter 
gleichen Winkeln schneiden. Indem man ij, \ durcli 
denselben Punkt A der AffinitatssCxe legt, findet man die zwei 
Linien 6, c des Biiscliels vom Scheitel P im Systeme E, welche 
die Gerade PA = a dieses Buschels unter denselben Winkeln 
sclmeiden^ wie ihre entsprechenden Geraden b\ c' des Buschels 
P' im Systeme E' die Gerade a'. Die Hilfskreise kann man 
so wahlen, dass das Schneiden unter vorgeschriebenen Winkeln 
geschieht. — Bevor gezeigt wird, dass diese Linien 6, c; 6', c 
noch gewisse weitere Eigenschaften besitzen^ sei zuuachst 
daran erinnert, dass die Affinitatsstrahlen PP^^ PP^^ mit den 
Strahlen i, i^ gleiche Winkel bilden (vergl. Nr. 12); die Bogen 
P'JP" und P'J^P" des Kreises Jc werden durch J und J^ 
halbiert.* 

Es giebt zwei mit dem Systeme E' oder P^AIB^,. 
(wo A! nach A^ B* nach B fallt) ahnliche Systeme E^, Eg, 
welche mit dem Systeme E oder PAB . . . centrisch-affin sind, 
mit a als Affinitatsaxe; belde werden zu a orthogonal -sym- 
metrisch liegen. Um E^ zu erhalten, gendgt es, die Figur 
P^AB ahnlich zu verkleinern, bis P'A mit PA gleiche Lange 
hat und darauf so zu drehen, bis P und A mit den ent- 
sprechenden Punkten Pj und A^ zusammenfallen. So entsteht 
die Figur PAB^. Dm Eg zu finden, konnte man zu E^ das 
symmetrische System in Bezug auf a konstruieren, also E^ um 
a umklappen. Man darf aber auch das Dreieck P^^AB so 
verkleinem, bis P"J. mit PA gleiche Lange hat und darauf 
in die Lage PAB^ drehen. Oberall darf man die Punkte 
By ^1, B^ durch C, Ci, C^ ersetzen. Bei der Ausfiihrung der 
ersten Operation gelangt, wegen j3' •=• /3, die P'5 entsprechende 
Linie PB^ in b. Um noch den Winkel P^AB gleich PAB^ 
zu haben, ziehe man aus P' eine Parallele mit b bis zu dem 

* Schneidet man 5' mit c" und 6" mit c', beziiglich in 3, 4, so 
liegen 3, 4 mit P', P" auf einem Kreise. Die Halbierungslinie des 
Winkels B30 wird g in demselben Punkte schneiden, wie die Halbierende 
des Winkels BP'G, also in J^. Somit ist jener Ereis mit h identisch; 
h' und c", 5" und c' sclmeiden sich auf A;. 
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Punkte 1 auf ftj, so ist J. 1 =^i die Endlage der JlB^ ent- 
sprechenden Linie. Zieht man noch CC^ parallel mit h, so 
wird ^1 in C^ geschnitten. Die so konstruierte, mit P'ABG 
ahnlicbe Pigur FAB^C^ (als Figur B^A^Bfi^ gedacht), be- 
stimmt mehr als geniigend das mit E (PABC) centrisch- 
affine System E^. Dabei ist a die Affinitatsaxe und h ein 
Affinitatsstrahl. Macbt man in analoger Weise die Figur 
PAB^C^ ahnlich mit P'^ABC, so fallt PC^ in c; PB^ sebneidet 
sicb mit 6" auf ftg, AB^^ ^ g^ mit der in P" zu c gezogenen 
Parallelen in 2 auf k^] endlicb muss BB^ parallel mit c sein. 
— Die Systeme E^, Eg sind nun zu dem Systeme E im wesent- 
licben in derselben Beziebung, wie ebedem E' und E" zu E. 
Desbalb werden aucb jetzt die Strablen i, i^ die von 
den Affinitatsstrablen 6, c gebildetenWinkel balbieren. 
Ebenso werden aucb am Scbeitel P' die Linien 6' und c' zu i' 
und zu i[ gleicb geneigt sein u. s. £ (Aucb bilden die neuen 
Affinitatsstrablen 6, c mit den fruberen PP^^ PP^^ gleicbe 
Winkel.) Weil J^P den Winkel des Dreiecks :BPC an der 
Ecke P halbiert, so bestebt die Proportion BPiCP^ BJ^ : GJ^. 
Ebenso ist BP:CP==BJ: CJ, femer BP' : CP' ^ BJ^ : CJ^ 
^ BJi CJy ftberall obne Berucksicbtigung des Vorzeicbens. 
Aus diesen Proportionen folgt namentlicb B P : B P' -= 
CP:CP\ oder in genauerer Ausdrucksweise JBP:-B'P' = 
CPiG^P\ Fur die Systeme E, E' bestebt somit folgendes 
Resultat: Entsprecbende Strecken der Linien 2^ und 
6', c und c' steben in demselben Verbaltnisse zu ein- 
ander. 

Nacb Fig. 99 findet man leicbt a und c, wenn h gegeben 
ist. Somit ist die Moglicbkeit geboten, in Nr. 12 von der 
Anscblusslinie g zu einer andern Anscblusslinie a 
uberzugeben, wobei entweder a gegeben ist, oder ein Strabl 
{by c) als Affinitatsstrabl bezeicbnet wird. Es zeigt sicb neuer- 
dings, dass die Affinitatsstrablen nie zusammenf alien konnen 
(denn wenn in Fig. 99 h und c in. i^ zusammenfallen soUen, so 
miissen P' und P" in die Axe g fallen). — Aucb die Resul- 
tate der nachfolgenden Untersucbung findet in Nr. 12 bez. 13 
direkte Anwendung. 
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Es giebt stets einen Kreis \ durch P und P' (Fig. 99), 
welcher g beriihrt. In dem Beriilirungspunkte sind A und 
B vereinigt. Es vereinigen sich auch a und 6, wahrend c 
day on verschieden bleibt, denn c ist die symmetrische Linie 
yon h in Bezug auf i^ und i. Aus dem Zusammenfallen des 
neuen Affinitatsstrahles b mit der neuen Axe a folgt, dass 
C C^ mit ihnen parallel ist und dass die Systeme E und E^ 
flachengleich sein mtissen, Ebenso sind die Systeme E 
und Eg flachengleich, wenn diese ausgezeichnete Affinitats- 
axe a als Anschlusslinie gewahlt wird. 

59. Der Inhalt yon Nr. 55 gestattet einige wichtige An- 
wendungen auf die Fundamentalaufgaben der schiefen 
Axonometrie. Das Axensystem O^^x^y^z^^ welches der 
Eoordinatenbestimmung der Baumpunkte zu Grunde gelegt 
wird, hangt yon o = Bedingungen ab. — Das Bild . xyz 
ist durch zwei Stiicke, etwa die Winkel {Zj x)^ (Zy y), bestimmt, 
Aus = 0, 6 «=» 2 folgt a; «= 2. Sind bezuglich einer 
schiefen Axonometrie die Bilder rr, y, z der raum- 
lichen Axen bekannt, so darf man die Lage der Pro- 
jektionsrichtung zu dem Bilde beliebig festsetzen, 
dann ist die Lage des Axensystems zu dem Bilde be- 
stimmt; oder man darf die Lage der Projektions- 
richtung zu dem raumlichen Axensysteme wahlen, 
dann kann man die Lage der Bildebene P zu dem 
Axensysteme bestimmen. tJher jene zwei Bedingungen 
konnte auch in anderer Weise yerfugt werden. Denkt man 
auf den Axen yon O** aus drei Strecken yon gleicher Lange e 
abgetragen, welche sich als drei Strecken e^y Cg, e^ der Axen- 
bilder x, y, z projizieren, so sind die Verhaltnisse yon e^, e^, 
e^ zu e die sogenannten Massstabe. Zu dem Bilde . xyz 
hinzu darf man zwei Massstabe festsetzen, wobei etwa 6^, 
fig, e beliebig gewahlt werden, oder man darf die Verhaltnisse 
der Massstabe beliebig annehmen und hat zu den Langen 
gj, e^y eg die Lange e zu bestimmen* 

Zu dem in der Zeichnungsflache P liegenden Bilde . xyz 
hinzu sei die Lage der Projektionsrichtung p^ (etwa durch 
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Fluchtlinie und Projektionswinkel g)) gegeben. Urn die Lage 
des raumlichen Axensystems za findeu^ lege man durch deu 
Punkt P*" auf p*" die zu p*" normale Ebene N. Es seien Xn, 
y«, Zn die Orthogonalprojektionen der Axeubilder x, y, j$ au£ 
N*. In N verzeichnet man cin Dreieck X,^, Fn, Zn, welches 
a?«, Vny ^n za Hohen hat. (Dieses Dreieck soil spitzwinklig 
sein, sonst ware die Anfgabe unlosbar.) Nun giebt es zwei 
zu N symmeixische Punkte Oj, 0; (in p*), welche mit X„, 
Yn, Zn verbunden je ein orthogonales Trieder liefem. Das 
erste derselben, mit den Kanten OjX« — ajj^ OjJ»«=^yJ, 
0\Zn = ^[, schneidet die Ebene P in dem Spurendreiecke 
X^Y^Z^y dessen Ecken auf x, y^ » Gegen. Der Hohemdchnitt 
JVj von XyY^Z^ ist ^ie Orthogonalprojektion des Scheitels Oj 
auf die Ebene P und die Distanz des Dreiecks X^Y^Z^ stimmt 
mit ^lOj iiberein. Durch dieses Spurendreieck ist umgekehrt 
die Lage des Axensystems in bekannter Weise bestimmt. — 
Das zweite Axensystem 0;-X„=«a;5, 0;r„«y;, 0\Zn^z\ 
schneidet die Ebene P in den drei auf x^ y^ z gelegenien 
Punkten Xg, Tg, Z^. Der Hohenschnittpunkt 'S^ dieses Spiiren- 
dreiecks X^ ITg Z^ ist die Orthogonalprojektion von 0\ auf 
P und die Distanz des Dreiecks stimmt mil; JV^Oj. iiber- 
ein. - — Die Spurendreiecke X^Y^Z^, X^Y^Z^ sind perspektiv 
mit ats Centrum und mit der Spur n der Ebene N 
als Axe. 

Die Lage des Axensystems ist hier eine zweifache. Be- 
denkt man^ dass dasselbe allemal in der Projektionsrichtung 
parallel verschobfen werden darf, so folgt, dass zwei Systeme 
von Spur^ndreiecken vorkommen. Diejenigen ^iner und der* 
selben Schar verhalten sich^ wie in Nr. 39 auseinandergesatzt 
wurde. Die Punkte N beider Scharen liegen in derselbeh 
Geraden aus 0, dfenn raumlich liegen alle Scheitel O'" in der- 
selben Geraden jp**. Zwei Dreiecke, die zusammen beiden 
Scharen angehorep, sind allemal perspektiv mit als Centrum 
und e^ muss die Perspektivaxe auf der Kichtung der Flucht- 
linien senkrecht stehen. Denn die zugehorigen raumlichen 



* Die Ausfuhrung geschieht wie in Fig, 101. 
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Trieder sind allemal symmeferiscb zu. derjeiugen auf jp*" senk- 
rechten Jibene, welohe die Entfenmng der zUgehorigeix Sckeitel 
0^ halbiert. -^ Haben die beid^i Dreiecke denselben Hohen- 
sdhnitipoiikt J^T, so haben sie aneh dieeelbe DistaDz imd es 
fallen die bezugliohen Scheitel 0^ in jp'' z^sammen. • ^ 

/ • IvgesMl zwei -Dreieeke beider Sebiarm mogen kdordinieirte 
Sptirendreieckei genannt werdein^ Eine paarweise Zuordnung 
der Dreiecke beider Seharen hat keinep. Zweck, weil iiber die 
absoluie. Lage der. P«nkte 0** zu der Zeichnungsffi.ehe keine 
Eestsetzung getroffen wird; man denkt sich Tielmehr je nach 
Bediirfnis die Ebenen verschiedeiaer Spurendreiecke als mit 
der Zeiohnuhgsflache zusammenfallend iind zwar f3r' beide 
Seharen unabhangig Yoneinander. 

. .. Zwei beliebige koordinierte Spurendreiecke kon- 
nen d^n JEonsti:u.ktioneji d.es yierten Teiles zu Grnnde 
gelegt werden. Der tJbergang von einem Spurendreif 
ecke zu ,eiftem. koordinierten b^deutei raumlich .den 
tj}>,ergapg yon einem Objekte zu. einem neaen,. welches 
zi; 4^Pl.VQrige.n mit Bezug. auf eine gewisse.Ebene N 
orthpgonal-aymmetri&ich. is.i. Beiderlei. Konstruktio- 
nenmiieseiideshalbfureinaxonometrisch dargestelltes 
Objekt wesei^tlieh dies.eJben. Eesultate ergeben. (Da- 
bei sind . selbstverstatuUidbL die Konstruktionen, welche die 
Lage der Elemente zu den Bildebenen zum Gegenstande haben, 
ausgeschlossen.). Zum Beweise der letzteren Satze wird es 
gqniige9; , yon der vollstSndigen Darstellung eines Punktes 
duTch P, P' (P",jR"') und von irgend zwei koordinierten 
Spuyencjreiecken auszugehen. Die zugehorigen raumlichen 
Axensysteme liegen zu einer Ebene N symmetrisch. Die 
beid^n Originalpunkte Pj, P^ haben zu den Axensystemen die- 
selbe Lage^ sind also ebenfalls symmetrisch zu der Ebene N 
gelegen. In gleicher Weise miissen die zwei Gebilde, welche 
dieselbe .scKonometriache Darstellung besitzeu; zu N symmetrisch 
und also unter sich kongruent sein* — Es sei gestattet, ein 
Beispiel kurz anzufiihren. 

Unter denselben Voraussetzungen seien 5,, Sg, Sg die.Bilder 
der Spuren einer Ebene. Die Originalebene sei Ej, wenn man 
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das Axensystem O^.X^^YiZ^ zu Grunde legt; Ej, wenn 
Oj. XgFgZg das Axensystem ist. Die Originalebenen E[, EJ 
sind in Bezug auf dieselbe Ebene N orthogonal- symmetriscli 
gelegen, wie die Axensysteme. (Sie sind also durchaus nicht 
symmetriscli in Bezug auf die fiildebene P, es sei denn, es 
handle sich um den Spezialfall der orthogonalen Axonometrie, 
in welchem iibrigens alle Spurendreiecke nur eine Schar 
bilden.) Figuren in Ej und Ej, die dasselbe Bild haben (wie 
z. B. die Spurendreiseite mit den Bildern 5^, s^, S3), sind kon- 
gruent. Die Linien h^ und Ic*" beider Ebenen (Nr. 14) haben 
ebenfalls dieselben Bilder, jedoch so, dass allemal das Bild 
einer Linie h^ der einen Ebene und einer Linie Jg*" der andern 
Ebene sich decken (vergL die Fussnote zu S. 42). 

In dem vierten Teile sind ein Spurendreieck XYZ (oder 
an Stelle dessen die Richtungen j)J, pi, p^ aus 0, Nr. 38), so- 
wie die schiefen Projektionen OX^x^ OY^yy OZ^z der 
Axen als bekannt vorausgesetzt. Die Projektionsrichtung p^ 
ist dadurch gegeben* und man muss somit die Schar der 
koordinierten Spurendreiecke finden konnen. Diese Bestimmung 
lasst sich unmittelbar nach der auf Seite 188 angestellten Be- 
trachtung durchfuhren, wobei eine auf p^ senkrechte .Ebene N 
gewahlt wird. In der nachfolgenden Nummer soil indessen 
eine einfachere Losung der gestellten Aufgabe gegeben werden. 

60. Aus den gegebenen vier Punkten X, F, Z, kann 
ein koordiniertes Spurendreieck X*Y*Z* gefunden werden. 
Nach vorangehender Nummer hat man den Scheitel O*" des 
gegebenen Axensy stems, welcher um die Distanz ND vertikal 
uber N liegt,, mit zu verbinden. Zu dieser Verbindungsliuie 
p'' legt man in O*" die Normalebene N. Nun bestimme man 
das zu dem gegebenen Axensysteme O*". x^y^z^ oder 0^ , XYZ 
symmetrische 0^ .x^^y^^z^^^ so werden seine Axen die Ebene 
P in den Ecken X*Y*Z* des gesuchten Dreiecks schneiden. 
Auch schneiden die Flachen x^^y^^y ^'^*^''*j y'**^''* jenes 



* Dass sich fur jp'' zwei orthogonal -symmetrische Stellungen zu 
P ergeben, braucht an dieser Stelle nicht berucksichtigt zu werden. 
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symmetrischen Systems die Ebene P in den Seiten p^*, p^y p^ 
des koordinierten Spurendreiecks. 

Dm somit p^ zu finden, le^t man die zu der Ebene x^y^ 
in Bezug auf N symmetrische Ebene x^^y^^, sie wird P in 
p^ schneiden. Daljei gehen die Ebenen x^y^, ^^^y''^ iiiid N 
durch dieselbe Gerade. Langs dieser Geraden denke man 
sich die auf N senkrechte Ebene R errichtet. Dann sind die 
Ebenen x^y''y x^^y\ zu N und zu. R orthogonal-symmetrisch 
gelegen. Jede zu N parallele Gerade scbneidet x^y^y ^'**y'** 
und R in drei Punkten, von denen der letzte in der Mitte 
der beiden ersten liegt. Dasselbe gilt in Bezug auf die 
Schnittpunkte jeder zu R parallelen Geraden mit den Ebenen 
x^y^^ x^^y^^j N. — Fur die zu N symmetrischen Ebenenpaare 
x^z^y x^^z^^ und y^z^y y^^z^^ fahre man ebenso die in ihren 
Schnittlinien mit N auf N errichleten Normalebenen S , T ein. 

Die Spur n der Normalebene N schneidet PiyP^y Ps in Pi, 
P^y P3 (Fig. 100, S. 192). Die Konstraktion dieser Punkte ist 
in Nr. 18 angegeben worden. Die Ebene x''y*' oder die Ebene 
O'^Pi schneidet N «= O'" n in der Geraden O'' P^. Die langs O'^P^ 
auf N senkrechte Ebene R schneidet P in P^O. Die Spur 
Pj* ist durch P^ zu ziehen und es haben nach einer oben 
gemachten Bemerkung p^y p^y n eine solche Lage zu einander, 
dass n die mit P^O (also mit der Ebene R) parallelen, 
zwischen p^ und p^* gelegten Sekanten halbiert. Konstruiert 
man also zu dem Punkte 4 auf p^ den schief- symmetrischen 
4* in Bezug auf n als Symmetrieaxe und mit der Bichtung 
P^O der Symmetriestrahlen, so wird 4*Pi die Linie p^* sein. 
An Stelle dieser schiefen Symmetric hatte man auch die 
zwischen^, und p^* bestehende, welche P^O als Axe und n 
zur Bichtung der Symmetriestrahlen hat, verwenden konnen. 
Indem man die analogen Konstruktionen fiir p^*, p^* aus- 
fiihrt, findet man, dass auf der durch zu n gezogenen 
Parallelen der Punkt die Mitte ist zwischen den entstehen- 
den Schnittpunkten 1, 1* mit p^, p^**^ 2, 2* mit jpg, jjg*; 
3, 3* mit p^y p*, 

Nachdem in dieser Weise die Seiten Pi*, pj*, p^ des 
koordinierten Spurendreiecks geftinden sind, ergeben sich ihre 



Digiti 



zed by Google 



192 



Sechster Teil. 



Sclinittpunkte X*, Y*, Z* als die Ecken dieses Dreiecks. Sie 
mussen auf x, y, liegen. Zudem ist N auch far das Dreieck 
X*Y*Z* der Hohenschnitt. Endlich haben die koordinierten 
Dreiecfce XYZ, X*r*Z* dieselbe Distanz. 



Fig. 100. 




61. Bekanntlicli bestimmt ein Spurendreieck die Lage des 
Axensystems zu der Bildebene und die Wahl des Punktes 
bedeutet darauf die Festsetzung der Projektionsriclitung. Der 
Punkt lasst sich so wahlen, dass zwei Axenbilder gegebene 
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Lange haben und somit, wenn jene AxeiilangenO''X, 0*'Ty 0*'Z 
bekannt sind, dass man fiir zwei Axen vorgeschriebene Mass- 
stabe erhalt. Welter kann man so wahlen^ dass die Mass- 
stabe der drei Axen in vorgeschriebenen Verhaltnissen zu 
einander stehen. Auch konnte bei der Wahl des Punktes 
massgebend sein, dass die Axenbilder vorgeschriebene Winkel 
miteinander bilden. — Es soUen nachfolgend einige beson- 
dere Lag en des Punktes besprochen werden. Dabei sei 
im voraus bemerkt, dass jede unendlich feme Lage des Punktes 
ausgeschlossen ist, weil die Projektionsrichtung nicht mit 
der Bildebene parallel sein darf. 

Liegt in einer Seite des Spurendreiecks XYZ^ so haben 
dieses Dreieck und das koordinierte X*Y*Z* diese Seite und 
seine gegeniiberliegende Ecke gemein. Liegt namlich in 
Ply so geht die Ebene N durch 0^ und steht auf der Ebene 
x^y^ senkrecht. Daher fallen die Axen 0^ und z*"^, femer die 
Ebenen x''y'' und x^^y''^ zusammen; es werden Z* = Z, jp^* — p^, 
Dagegen wird X, Y von' Z* Y* im allgemeinen verschieden 
sein. Nur wenn x^, y^ zu der Projektionsrichtung jp'' — 0''0 
(in iCy*") orthogonal -symmetrisch liegen, so werden X — Y*, 
r« Z* P2 = jPs* Pz = 1^2* 

Wenn in eine Ecke des Spurendreiecks fallt, so fallen 
XYZ und X*r*Z* zusammen. Die Projektionsrichtung fallt 
hier mit einer Axe zusammen, die Ebene N ist die gegen- 
iiberliegende Koordinatenebene und das Axensystem ist sein 
eigenes Spiegelbild in Bezug auf die Ebene N. 

Liegt in einer Hohentransversalen des Dreiecks XYZ^ 
so fallt mit derselben die entsprechende Hohe von X*Y*Z* 
zusammen. — Liegt im Hohenschnitt Ny so handelt es 
sich um die orthogonale Axonometrie und es werden die 
Dreiecke XYZ und X*Y*Z'^ centrisch- symmetrisch. 

Die bisherigen Beispiele beziehen sich auf SpezialfiUe 
der schiefen Axonometrie, welche teilweise bereits besprochen 
worden sind. In diesen Fallen bietet der Cbergang von dem 
gegebenen Spurendreiecke zu deoi koordinierten keinerlei Ver- 
einfachung. Eine solche tritt aber dann ein, wenn fur im 
Endlichen liegende Ecken X, Y, Z eine der Ecken X*, 7* Z* 

Weiler, Neue BehanUlang der Farallelprojektioueu. 13 



Digiti 



zed by Google 



194 Sechster TeU. 

unendlich fern liegt. Die Spurendreiecke der letzteren Schar 
haben alsdann zwei parallele Seiten. Es entsteht so die Frage 
nach der Lage des Punktes fiir den Fall, dass eine Ecke^ 
etwa X*, in das Dnendliche riickt. 

Fiir das Dreieck XTZ 86i N der Hohensclmitt, d die 
Distanz. Verbindet man 0**, um d vertikal iiber N liegend, 
mit Xj so entsteht die Axe x^. Durch O'* lege man x^^ von 
beliebiger Richtung, jedoch parallel zu der Bildebene P. Hier- 
auf hat man die Projektionsrichtung p^ oder 0^0 so zu wahlen, 
dass x^ und x^^ in Bezug auf die Ebene N orthogonal- sym- 
metrisch liegen. Dann liegen sie aber auch symmetrisch za 
p^, Es muss somit p^ die von x^ mit x^^ gebildeten Winkel 
halbieren. Wenn man hiernach durch X zu re''* eine Parallele 
zieht und darauf von X aus die Lange XO^ abtragt, so ist 
der Endpunkt einer der gesuchten Punkte 0. (Denn es be- 
stimmen O**, X, als drei Ecken einen Rhombus, dessen 
Diagonale 0*'0 den Winkel von O^X^x^ mit x^^ halbiert.) 
Es folgt: Der Ort des Punktes 0, far welchen die Ecke 
X* unendlich fern liegt, ist der Axenkreis x^ (Nr. 16). 
— Natiirlich sind die Punkte der iibrigen Axenkreise in der- 
selben Weise ausgezeichnet. — Eine doppelt spezielle Lage 
des Punktes ware ein Schnittpunkt zweier Axenkreise. 
Nach Nr. 16 schneiden sich beispielsweise die Axenkreise a;* 
und y^ in den Punkten U^y U^ der Hohe ZU. Liegt in 
einem dieser Punkte, so liegen X* und Y* unendlich fern, wah- 
rend Z* in ^ fallen muss. Denn es sind alsdann die Axen 
x''^y y^'jjj der Ebene P parallel, 0''^ steht also auf P senkrecht. 
Anmerkung.. Aus dem eben Behandelten geht her- 
vor, dass die Linien O^'U^y O^'TJ^ die von 0''Z, O^'N gebil- 
deten Winkel halbieren. Es teilen also t/j, U^ die Strecke 
ZN in demselben Verhaltnisse, in welchem die Langen ZO*", 
NO'' zu einander stehen {z'-'.d^ ZU^ : NU^ — ZU^ : NU^, 
abge^ehen vom Vorzeichen). Die Linien O^'Uiy O^U^ stehen 
also aufeinander senkrecht. Der Kreis iiber dem Durch- 
messer U^ JJ^j dessen Centrum in [7 liegt, schneidet den 
Distanzkreis im Durchmesser; die Schnittsehne ist die 
aus ^ zu XZ gezogene Parallele. 
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62. Die Anfertigung axonometrischer Zeichnungen, bei 
welchen die Projektion des Baumgebildes aus den Eoordinaten 
seiner Punkte hergeleitet wird, stfltzt sich auf den (P o h 1 k e schen) 
Satz: Drei Strecken von beliebiger Lange^ die in einer 
Ebene von einem Punkte aus unter beliebigen Win- 
keln gegeneinander gezogen werden, bilden eine 
Parallelprojektion gleicher auf drei rechtwinkligen 
Koordinatenaxen vom Anfangspunkte aus abgetra- 
gener Strecken. Nach diesem Satze kann man einen ge- 
gebenen Wtirfel stets so projizieren, dass eine Ecke mit ihren 
drei Nachbarecken sich als ein Viereck abbilden, das einem 
gegebenen Viereeke ahDlicb ist. (Dann handelt es sich im- 
allgemeinen um eine anisometrische Projektion; erhalten 
zwei Bilder von Wtirfelkanten gleiche Lange, so ist die Pro- 
jektion eine monodimetrische; sind alle Eantenbilder von 
gleicher Lange, so ist die Projektion eine isometrische.) 
An Stelle jener vier Wilrfelecken darf man die Ecken eines 
willkiirlichen Tetraeders setzen: Ein beliebig gegebenes 
Tetraeder A^B^C^B^ kann man stets so projizieren, 
dass sein Bild ABCD einem gegebenen Viereeke 
AqBqCqDq ahnlich ist. Diese Verallgemeinerung des 
Pohlke schen Satzes soil nachfolgend behandelt werden. 

Das Tetraeder A''B*'C*'D'' ist durch o = 6 Stftcke bestimmt, 
sein Bild, als ein Viereck, durch 6 = 5. Es folgt, dass man 
bei gegebenem Bilde fflr das Original und die Projektions- 
richtung liber x = 5 Stiicke zu verfugen hat. Also kann nicht 
ein beliebiges Viereck das Bild eines gegebenen Tetraeders 
sein, sondern es diirfen nur vier Bestimmungsstiicke des Vier- 
ecks gewahlt werden. Wahlt man zwei benachbarte Winkel 
und die Verhaltnisse der sie einschliessenden drei Seiten, so 
ist die Aufgabe losbar und stimmt mit der oben genannten 
flberein. 

Das Tetraeder sei mit der Flache A^B^C^ in die Zeich- 
nungsflache gelegt worden. Die Ecke B^ liege um ihre Distanz 
d vertikal iiber Dn (Pig. 101, S. 196). Der durch D*- gezogene 
projizierende Strahl schneidet die Flache A^B*'G^ in einem 
Punkte Ey der so gelegen ist, dass die Piguren A^B^C^D^ und 

13* 
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A'-B'^C'-E affin sind. Denn es ist A'^B'^CE als eine Parallel- 
projektion des gesuchten, mit AJB^CJDq ahnlichen Vierecks 
ABCB zu betrachten. Tragt man d in D« rechtwinklig za 
EBn ab, so giebt der Endpunkt Fy mit E verbunden, die um 
EB^ umgelegte Projektionsrichtung an. 

Unter Zugrundelegung dieser Lage der Projektionsrichtung 
zu dem Objekte wird nun ABC eine schiefe Projektion von 




^rjgrQr g^jj^^ Ujq ABC sclbst uud sciue Lage zu der Projek- 
tionsrichtung zu finden, wird man A^B^'C^ auf eine zu der 
Projektionsrichtung senkrechte Ebene N projizieren. Es ent- 
steht ein Dreieck A!B^G\ welches in Fig. in wahrer Grosse 
verzeichnet ist. (Den Punkt B^ braucht man hier nicht mehr 
zu berticksichtigen, weil A!B^G^B^ mit AqB^CqBq affin ware.) 
Endlich konstruiert man nach Nr. 50 ABC ahnlich dem ge- 
gebenen Dreiecke AqBqCq, so dass es A!B^C^ zu seiner Ortho- 
gonalprojektion hat. 

Diese Auflosung zeigt, dass die Lage der Projektions- 
richtung zu dem Objekte eindeutig bestimmt ist, ebenso ist 
das Bild ABCB eindeutig bestimmt. Die Projektionsrichtung 
kann zu der Bildebene die eine von zwei orthogonal - symme- 
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trischen Stellungen haben. Da sich — wie immer — die am 
Objekte uud die an dem Bilde gefundenen Projektionsstrahlen 
in doppelter Weise zusammenlegen lassen, so waren im ganzen 
vier Stellungen des Objekts zu dem Bilde dentbar. 

63. In Fig. 61 ist die stereometrische Figur, bestehend 
aus einem rechtwinkligen Axensysteme, einer schneidenden 
Ebene nnd der Senkrechten aus dem Scheitel auf diese 
Ebene dargestellt. Es soil untersuclit werden, wie diese Figur 
als schiefe Parallelprojektion des beschriebenen Objektes 
gezeichnet werden kann. 

Das Objekt hat drei Bestimmungsstficke; namlich die 
Lage von 0''N zu dem Axensysteme und die Lange dieser 
Normalen auf die Schnittebene. Das Bild ist ein Fiinfeek, 
iiber dessen Gestalt vorlaufig keine Voraussetzung gemacht 
wird: Dann bestehen die Werte o=»3^ 6 — 7; x = 0. Das 
Funfeck 0''XYZN ist also stets eine schiefe Parallelprojektion 
des Yorgestellten Objektes und es sind Objekt, Projektions- 
richtung und Lage dieser beiden zu dem Bilde durch dieses 
Bild bestimmt. — Fdr die Ebene P kommen NX, p^] NT^ 
Pi]NZ,p^f als gegeniiberliegende Linien vor. Nach irgend 
einem Punkte verschoben miissen sie drei sich trennende Paare 
liefern. Die in Fig. 61 enthaltenen Bandlinien der Ebene P 
sind ein weiteres Paar gegentiberliegender Linien, wenn die 
Originale aufeinander senkrecht stehen soUen. — Dass fur 
die Ebene NO^Z ebenfalls zwei Rechtwinkelpaarbilder (JJO^, 
0*'Z'j O^N, UZ) Yorkommen, hat hier zur Folge, dass TJ und 
Z zu verschiedenen Seiten von N aus liegen miissen. — Die 
Bestimmung des Originales und der Projektionsrichtung soil 
hier nicht ausgeftlhrt werden, es sei diesbezuglich auf die 
folgende Nummer verwiesen. 

Ein derartiges Objekt soil nun in Orthogonalprojektion 
dargestellt werden (Fig. 102, S. 198). Das Tetraeder J.'-5'*(7'*0'-, 
vom Bilde ABCO, soil bei eine dreirechtwinklige Ecke haben. 
O^N^ ist das aus jenem Scheitel auf die Ebene A*'B^C^ ge- 
fallte Perpendikel. Auch hier ist o «= 3 und fiir ABCON als 
beliebiges Ftinfeck h^l^ somit re ~ -- 2. Das Bild muss so- 
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mit in zweifacher Weise spezialisiert sein und aus 5 Stucken 
konstruiert werden konnen. Erst zieht man UNAO (4 Be- 
stimmungsstiloke), wobei ?7nnd A zu verscliiedenen Seiten von 
N aus liegen. Es entstehen UO, OA nnd ON^ NA als Bilder 
zweier Rechtwinkelpaare. Aus diesen zwei Bildern konstruiert 

S'ig. lot. 




man nach Nr. 12 die rechtwinkligen gegeniiberliegenden Linien 
der Ebene UAO, Zu einer derselben zieht man durcli V die 
Parallele BC, wahlt darin C (1. Bed.) und zieht CN. — Pur 
die Ebene A^'B^C sind nun BG, AU und ON mit ihrer Senk- 
rechten h die Bilder zweier Rechtwinkelpaare. (Das Bild ON 
ist fiir das Bild der Ebene A*'B*'C^ eine PalUinie, h eine Haupt- 
linie.) Daraus ergiebt sich ^J? als gegeniiberliegende Linie 
von ON, (Man schneidet CN mit AN und mit der Parallelen 
aus A zu ON^ durch die Schnittpunkte Ny 1 zieht man Parallelen 
zu den gegeniiberliegenden Linien (Nr. 3), welche sich in 2 auf 
AB schneiden.) — Das Bild ist aus 5 Stiicken konstruiert 
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worden. Um das Objekt zu finden^ bedenke man, dass OA^ 
BG die Bildervon zwei 8ich reehtwinklig kreuzenden Geraden 
sind mit JJO als dem Bilde ihres kiirzesten Abstandes, wende 
diesbeziiglicli Nr. 53 an u. s. f. 

In Nr. 11 mit Pig. 20 findet sich eine Konstruktion aus- 
gefuhrt, welche sicb hier nnmittelbar anwenden lasst. — Die 
rechtwinkligen gegeniiberliegenden Linien in UAO sind in 
Fig. 102 durch Benutzung der Inyolution bestimmt worden. 

Fig. 61 kann auch eine Gentralprojektion des gegebenen 
Objektes sein. Zu dem Bilde XYZO^N giebt es jedoch noch 
kein bestimmtes Original und Centrum. Denn es besteht hier 
im allgemeinen die Formel a: = o + 6 — 6, wobei das Objekt 
dureb o, das Bild durch 6 Bedingungen bestimmt wird. — Zu 
dem Objekte hinzu darf man das Projektionscentrum und die 
Bildebene wahlen, also fiber 6 Bedingungen verfiigen. 1st das 
Bild gegeben und soil man das Objekt, das Centrum und die 
Lage der Bildebene und des Centrums zu dem Objekte be- 
stimmen, so darf man bezuglich dieser zu bestimmenden Dinge 
noch iiber ic =» o + 6 — 6 Bedingungen verfiigen, darauf wird 
sich im allgemeinen eine endliche Zahl yon Losungen ergeben. 
—.Wird in Fig. 61 das Bild XTZO'-N als beliebiges Funf- 
eck gezeichnet, so ist a: =« 2. Es muss hier somit zweifach 
unendlich viele Centralprojektionen geben, welche zu dem 
Bilde ein Objekt von der beschriebenen Form liefern. 

Fiir die Gentralprojektion eines Dreiecks ist a? = 6. Ist 
das Bild bekannt, so wird man die Lagen des Centrums und 
der Dreiecksebene zu dem Bilde, oder das Centrum und die 
Gestalt des Originaldreiecks, oder die Lage der Originalebene 
und die Gestalt des Dreiecks, beliebig wahlen diirfen, darauf 
werden die librigen Stflcke bestimmt sein. — Fflr ein Viereck 
ist ebenfalls a? «= 6. Kennt man das Bild und das Original, 
so darf man noch fiber den Winkel zwiscben Originalebene 
und Bildebene verffigen. Sind das Bild und die Lage des 
Centrums zu demselben gegeben, so hat man noch fiber drei 
Stficke des Vierecks zu verffigen. Das Viereck spielt ffir die 
ebenen Systeme, welche hier koUinear sind, dieselbe RoUe, wie . 
das Dreieck bei den Parallelprojektionen ebener Systeme und 
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bei den affinen Piguren. — Giebt man Bild und Original 
eines Tetraeders, so miissen unendlicli viele Centralprojefetio- 
nen angegeben werden konnen. 

Fiir den Kreis reduziert sieb die Eonstante in der Formal 
auf 5 : ic = + 5 — 6. Es ist neuerdings 6 « 2, also folgt a: = 4. 
Beispielsweise findet man den Originalkreis (zweideutig) und 
die Projektion, wenn Kreisbild, Projektionscentrum und Badius 
gegeben sind. (Bei gegebenem Centrum bandelt es sich. bier 
um dessen Lage zu dem Bilde.) 

64. Wenn man in drei Punkten A^y B% C*", auf den drei 
Kanten einer korperlieben Ecke 5**. A^'B^C gelegen, die Normal- 
ebenen «**, /S*", y^ zu diesen Kanten errichtet, so entsteht eine 
Polarecke yom Scheitel aSj. Fig. 103 giebt das Bild dieser 
Raumfigur in scbiefer Parallelprojektion. 

Ein Korper yon der Gestalt iS''J.'*J5'*(7''J.JJ5j(7j/Sj, Tom 
Bilde SABCA^B^C^S^, an welcbem die Winkel S''C''B[... nicbt 
gleicb 90^ sind, ist durch o = 12 Stucke bestimmt (Nr. 54). 
Zeichnet man das Bild als ein beliebiges Acbteck^ so ist 
fc''^ 13. (Dabei sind die acbt Punkte so zu verbinden, dass 
seebs Vierecke entsteben, von denen in jeder Ecke drei 
zusammenstossen.) Es wttrde so folgen a; = 3. Bei diesem 
Korper kann man, wenn das Bild gezeicbnet ist, dem Originale, 
seiner Stellung zu dem Bilde und der Projektionsricbtung drei 
Bedingungen auferlegen. Wenn man aber verlangt, dass alle 
secbs Winkel von a^'h*' mit y^'a'", y'^h'' etc. recbte seien, so bat 
man fiber drei Bedingungen zuviel verfiigt und es muss das Bild 
in dreifacber Weise spezialisiert sein. Dieses Bild ist somit 
durcb 13 — 3 = 10 Stiicke bereits bestimmt. 

Die Konstruktion des Bildes aus 10 Bedingungen gescbiebt 
wie folgt (Fig. 103, S.201). Man verzeicbnet 5, ab, ac, he (2 Bed.), 
darauf -4, a6, ac (3 Bed.) imd -B, /5a, fie (3 Bed.). Die Ebenen 
a, /3 verscbiebt man parallel, bis sie sicb irgendwo (in 1) auf 
ah scbneiden. Die Linie yc muss darauf mit 35 parallel sein 
(Nr. 54). Zu 35 wird die Parallele yc gezogen (1 Bed.). Nun 
darf man nocb ya oder yb wablen (1 Bed.). Nacbdem so die 
Ebenen a, /5, y durcb ihre Scbnitte lait a, h^ c bestimmt sijid^ 
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ergeben sich ihre Schnitte a/5, ay, fiy als die Eanten der 
Polarecke von Scheitel S^, 

Es soil noch gezeigt warden, dass das Objekt, seine Lage 
zu der Projektionsriclitung und die Lage der Projektions- 

Yig, 108. 




ac 



rielitimg zu dem Bilde aus dem Bilde gefunden werden 
konnen. Bestimmt man eine dem Objekte ahnliche Raumfigur 
S'A^B'C*AlBlC[Si^ so lasst sich durch Eintragen irgend 
eines scheinbaren Schnittpunktes des Bildes die Lage von 
p*" zu S^ A!B\.. finden. In Pig. schneiden sich SA und S^B^ 
in einem gewissen Punkte, welcher die Strecken SA und 
S^ B^ in ?:wei bestimmten Verhalt?iissen teilt. Hierauf bestimm^ 
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man die Punkte, welclie S^ A! und S[B[ in denselben Verhalt- 
nissen teilen. Ihre Verbindungslinie ist die Projektionsrichtung 
p^^ in ihrer Lage zu S^A'B\.. Darauf projiziere man drei 
Punkte, etwa A^B^G^ orthogonal auf die zu p*" senkrechte 
Ebene N. Es entstehen die Projektionen A!\ JS", C". Nun lege 
man die Ebene P so, dasis das Dreieck A^^B^'C" einer Ortho- 
Fig. 104. 




gonalprojektion des Dreiecks ABC ahnlich wird (Nr. 50). 
Dadurch wird die Lage yon p*" zu dem Bilde bestimmt. 

Die Konstruktion der Raumfigur S'A!B'G^A\ B[ C(S{ stutzt 
sich darauf, dass man aus den Bildem SAC^By SBA^C, 
SCByA Vierecke herleitet, welche mit ihren Originalen 
S''A''C[B*' etc. ahnlich sind. Fig. 104 giebt namlich an, wie 
man allgemein ein Viereck A^B^C'D^ findet, das bei B^ und 
D' rechtwinklig ist und A BCD zu seiner Parallelprojektion 
hat. Die Vierecke ABCD und A'B^C^D^ konnen als centrisch- 
affine Figuren mit g ^ AC als Axe dargesteUt werden. Die 
gegeniiberliegenden Linienpaare ABy BC und AD^ DC yereinige 
man bei D, schneide sie hierauf mit g und lege liber den Schnitt- 
punktepaaren als Durchmesser Ejreise. Diese Ereise schneiden 
sich in den D zugeordneten Punkten. Hiervon ist der exue 
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als D' zu wahlen, dann zieht man JlD\ CD'] J!B' parallel 
D'-F und C'jB' parallel D'E. So entsteht das gesuchte Viereck 
A!B'aD', welches in J5' und D' rechtwinklig und mit ABCD 
centrisclL affinist. 
Es haben beide 
Vierecke nament- 
licli denDiagonal- 
punkt entspre- 
cliend gemein. In- 
demman^'JB'C'iy 
beliebig abnlich 
vergrosserfc, ent- 
steht die allge- 
meine Losung der 
Aufgabe. DieAn- 
wendung auf Fig. 
103 liefert Vier- 
ecke^ die mit 

S^B-AlC% 

S^-C^B^A^ 
ahnlich sind. Ha- 
ben das erste und das zweite die Seite S'-B', das erste und dritte 
fi" J.' gleich, so lassen sie sichzu derRaumfiguriS'-4'i?'C"^jJBjCj 
zusammensetzen, worauf auch S[ bestimmt sein wird. 

(Da in Pig. 104 die Paare AB, DC] ED, DF sich trennen 
miissen, so werden sich die Hilfskreise in reellen Punkten 
schneiden, es folgt, dass jene Aufgabe stets eindeutig losbar 
ist. Das der Auflosung zu Grande gelegte Verfahren giebt 
zugleich die Auflosung der folgenden allgemeinen Aufgabe: 
Man bestimme ein zu einem gegebenen ebenen Sy- 
steme affines System, in welchem zwei Winkel ge- 
gebene Grossen haben. Diese Aufgabe hat, wie am Schlusse 
yon Nr. 49 auf S. 140 im voraus des Naherea angegeben 
wurde, unendlich yiele Losungen.) 

Fig. 105 giebt das Bild einer Ecke S^'A^B^G'' und der 
Polarecke /Sj-^jBj^Cj fur den Fall, dass a*" und /S'" sich in Cj 
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auf a''6'*, a*" und 'f in J5j auf a^c^y endlich jS*" und y** in A\ 
auf J^'C schneiden. Ptir das Objekt ist o ■» 4, fur das Bild 
6 — 8, also folgta; = 0; das Original und die Projektions- 
richtung sind durcli das Bild voUstandig bestimmt. — Zur 
Konstruktion des Bildes aus 8 Stucken zielie man a\ ac, he 




(2 Bed.) und wahle auf diesen Kantenbildem die Punktepaare 

Um zu einem der acht Vierecke SA^C[B^ etc. ein seinem 
Originale ahnliches zu finden, wird man die folgende Kon- 
struktion ausfuhren. Es sei allgemein ABC (Fig. 106) das 
Bild eines Dreiecks, H das Bild eines Hobenschnittes; man 
konstruiere ein dem Originaldreieeke A^B^C^ ahnliches A1B^C\ 
Es ist gestattet, A!B^ mit AB zusammenfallend anzunehmen. 
In dem Hohenfusspunkte F^ ^ F dieser Seite errichte man die 
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Senkrechte auf sie, so entsteht die Holie F^H^C' des ge- 
suchten Dreiecks. Den Bildern der tibrigen Hohenfusspunkte, 
D und Ey entsprechen Punkte 2)', jB', welche auf dem iiber 
A'B* als Durclimesser gezogenen Kreise liegen. Ausserdem 
liegen D[ JB' so, dass die TeilverMltnisse B'D^ : JB'C" und 
A'E' : A'C bezftglich mit BD : BC und AE : AC uberein- 
siimmen. Desbalb wird C" in folgender Weise gefunden: Man 
verbinde D mit dem Centrum* 1 des Hilfskreises, zieht dazu aus 
C die Parallele bis zum Punkte 2 in AB. Der durch B^ gehende 
Kreis vom Centrum 2 muss durcb C gehen. Ebenso konnte 
man (73 parallel mit El ziehen und um 3 einen Kreis sehlagen, 
der durch A' geht, so wird er ebenfalls durch C gehen. — 
Indem man neben dem so gefundenen Dreieck A'B'C* alle 
ahnlichen Yergrosserungen desselben ausgefQhrt denkt, ent- 
stehen alle Losungen der Aufgabe. 

Bei der Losung dieser Aufgabe lasst sich auch das in 
Fig. 104 befolgte Verfahren anwenden, weil in der gesuchten, 
mit ABCH affinen Figur zwei rechte Winkel vorkommen 
miissen; man wird ebenfalls eine Seite des Dreiecks ABC als 
Affinitatsaxe benutzen u. s. f. 



65. Es soil folgende Raumfigur abgebildet werden. 
Zwei windschiefe Geraden a*", 6** haben zwei Trans versalen 
A{B\y A^B^j welche a'* rechtwinklig schneiden und zwischen 
a'* und J'" (bezuglich zwischen A^ und B[y A^ und B^) die- 
selbe Lange I haben. Um dies^ Transversalen zu finden, 
wurde man zu a**, etwa in ihrem Punkte M'', eine Normal- 
ebene N** legen und in derselben um M'' den Kreis vom 
Radius I beschreiben. Dieser Kreis schneidet die Orthogonal- 
projektion br von ft'* auf N** in zwei Punkten (7% D% welche 
die Projektionen von ^J, B^ auf die Ebene N sind. Die 
durch sie mit a'" gezogenen Parallelen schneiden 6'* in B[^ J9j. 
Darauf sind B[A[^ :Bj^J bezUglich mit C^M^ D'^M'^ parallel. 
— Es soil ein genaues Bild dieser Raumfigur verzeichnet 
werden, jedoch so, dass parallele Linien als ebensolche abge- 
bildet werden. 
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Das verlangte Bild ist im allgemeinen eine s chief e 
Parallelprojektion (Fig. 107*). Man yerzeichnet ein 
Ereisbild yom Mittelpunkte M^ zieht a aus M in beliebiger 
Richtimg, wahlt h und V beliebig und zieht aus den Sdmitt- 
punkten C, D von V mit dem Ereisbilde die Linien CJB^, 



Fig. 107. 




D\B^ parallel mit a. Endlich sind A^B^ parallel MG und 
A^B^ parallel MD die Bilder der gesuchten Trans versalen. 
Verbindet man die Mitte A von A^A^ mit der Mitte B von 
B^B^y so entsteht das Bild AB des kurzesten Abstandes A^B^ 



* Fur die Darstellung in Centralprojektion liegt M beliebig 
in der Ebene des Kreisbildes (Ellipse, Hyperbel oder Parabel) und es 
schneiden sicli MC und A^B^^ MD und A^B^ auf der Polaren des 
Punktes ilf bezuglich des Kreisbildes; CB^ undDjB^ schneiden sich auf a. 
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der Geraden a*", b''. (Von dem Kreisbilde hat man die konju- 
gierten Durchmesser 1, 2; 3, 4 angenommen nnd die Schnittpunkte 
C, D mit 6' durch Affinitat, mit g ^ 12 sis Ans'chlusslinie, be- 
stimmt.) Abgesehen yon den Umrisslinien der Ebene N^ 
welche das Bild eines Quadrates vom Mittislpunkte Jf ** sind, 
ist das Bild durch 6 = 7 Sttlcke bestimmt. Weiter ist o ■» 4; 
als Bestimmungsstiicke des Originals kommen Abstand und 
Neigungswinkel der Ge- 



raden a**, 6'', 



Fig. 108. 




die Lage 
Ton Jf ** in a'' und der 
Radius I in Betracht. 
Aus — 4, 6 « 7 folgt 
x = l, Zu diesem Bilde 
giebt es einfach unend- 
lich viele Objekte, in- 
dem an dem letzteren 
ein Stdck beliebig ge- 
wahlt werden darf. Ist 
beispielsweise die Ori- 
ginallange I gegeben, 
so bestimme man nach 
Nr. 58 (Pig. 98) die 
Durchmesser h^ Tz des 
Kreisbildes yon der Lange 21 und drehe die Bildebene um 
h oder Ic in die Lage N'*, bis die in M errichtete und mitge- 
drehte Senkrechte in ihrer Endlage* a^ die Linie a zum 
Bilde hat. 

Die hierbei notige Zwischenkonstruktion ist in Pig. 108 
veranschaulicht. Das Kreisbild werde von h 'vol H^, H^ ge- 
schnitten, so sdnd iTj, H^ dem Kreise und seinem Bilde ge- 
mein. Zu H^H^ sei MJJ^ der konjugierte Durchmesser. 
Mit h als Spur der Ereisebene ist die in M auf h errichtete 
Senkrechte s die Orthogonalprojektion des auf h senkrechten 
Kreisdurchmessers J\M^J^. (tJberall wird die Zeichnungs- 
flache als Bildebene behandelt.) Die durch e^*" zu a^ gezogene 
Parallele schneidet 5, ihr Bild ist JK. Das Dreieck MJ^'K 
ist bei J^ rechtwinklig, es ist MJ^ « Z •=» MH^ und die Hypo- 
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tenuse stimmt mit MK direkt iiberein. Mit s als Anscliluss- 
linie yerzeichnet man das dem Originaldreiecke kongruente 
Dreieck M(J) K^ welches um 90® um s gedreht in das Original- 
dreieck MJ^K iibergeht. Der Punkt J^ gelangt hierbei um 
die Distanz (J) e/i,* yertikal fiber Ji, und es wird J^J die Pro- 
jektionsrichtung p'*, J»J die Pluchtlinie f des Punktes J^ 
sein. — Mit der Richtung p** projiziert sich der Kreis H^J^'H^ 
als die Ellipse H^JH^J^ und a'* als a. Zu A^, A^ ergeben 
sicli ebenso ^J, A^ und es lasst sich nun (iberhaupt das Ori- 
ginal zu Pig. 107 leicht finden. — Wtirde in Pig. 108 J in 
s liegen, so kreuzen sich die Projektionsrichtung^'* und die Spur 
h rechtwinklig, dann muss auch a in s fallen (Nr. 41, erste 
Pussnote). 

Fiir jede der Linien h und Tc (Fig. 108) als Spur ergeben 
sich zwei zu der Bildebene P symmetrische Lagen des Ori- 
ginals zu Pig. 107, somit im ganzen vier Losungen. Ihre 
Realitat hangt day on ab, dass JlfZ^(Fig. 108) grosser ist als Z. 

In dem bereits erwahnten Spezialfalle giebt es unendlich 
viele Originale. Dieser Pall hat vor allem die Besonderheit; 
dass I gleich ist einer Axe des Kreisbildes. In Pig. 108 wird 
E^H^ zu der einen Axe des Kreisbildes, in welcher sich h 
und Ic yereinigen und welche auf a senkrecht stehen muss. 
Diese Axe hat die Lange 21. In s finden sich a und JJ^ 
yereinigt. Der Punkt J^ liegt vertikal fiber 5 yon M um I 
entfernt, also auf einem Kreise, und J J*" ist die unbestimmte 
Projektionsrichtung. Das Vorhandensein der unendlich vielen 
L5sungen hangt damit zusammen, dass hier die Abzahlung 
der Bedingungen eine besondere wird (o = 4, 6 = 6; 
iE; = o + 3 — 6 = 1. Durch das Bild ist die Lange I gleich 
der halben auf a senkrechten Axe des Kreisbildes bestimmt 
und x=\ bezieht sich darauf, dass der Neigungswinkel von 
der Kreisebene mit der Bildebene beliebig gewahlt werden 
kann). 

Ein weiterer Spezialfall wird durch Anwendung. einer 
Orthogonalprojektion entstehen. In Fig. 106 fallt a in 
die kleine Axe des Kreisbildes, dessen grosse Axe die Lange 
21 hat. Es bestehen die Werte o « 4, 6 = 6; x =^0. Durch 
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das Bild ist das Original bestimmt. 1st m die halbe kleine 
Axe des Kreisbildes, so hat man N'' so durch die grosse Axe 

zu legen, dass sie mit der Bildebene den Winkel arc cos -y 

einschliesst. Es ergeben sich zwei Lagen desselben Objektes, 
namlich orthogonal - symmetrisch zu der Bildebene. 

Der wichtigste ^^^ ^^ 

Spezialfall be- 
steht jedoch in fol- 
gender Abbildungs- 
weise. Soil sich der 
in N '* liegende Kreis 
wieder als Kreis ab- 
bilden, so wahle zu 
dem Objekte hinzu 
die Richtung p"" be- 
liebig. (Damit hat 
man iiber 6 Beding- 
ungen verfiigt.) Die 
Bildebene P wird 
nun parallel mit N '' 
oder so gelegt, dass 
N ^ und P zu p'' ortho- 
gonal - symmetrisch 
liegen. Injedemder 
beiden Falle ist P 
bestimmt. Es ent- 
steht das in Pig. 109 
verzeichnete Bild mit 6 = 6. Es wird a; = 6 ~ 5 = 1 oder 
x = o + 2 — h^l. Zu dem Bilde giebt es unendlich viele 
Originale, welche nachfolgend bestimmt werden soUen. 

Die Orthogonalprojektion der Projektionsrichtung p*' auf 
die Bildebene P ist parallel mit a, Es sei jp'* irgend einer 
dieser, etwa durch il[/ gelegten, prqjizierenden Strahlen. Durch 
den Kreis in P lege man den Cylinder, dessen Erzeugenden 
mit p^ dieselbe Richtung haben. Die Originalebene ist irgend 
eine Kreisschnittebene dieses Cylinders. — Die elnen Kreis- 

Weiler, Xeue Behandlung der Parallelprojektionen. 14 
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schnittebenen sind mit P parallel. Am einfachsten wahlt man 
als Ebene dieser Schar E** = P als Ebene des Originalkreises. 
Dann fallt dieser Ereis mit seinem Bilde zusammen und die 
in M^ ^ M auf E'' = P errichtete Senkrechte ist a**. Die 
durch A^^ A^ gezogenen projizierenden Linien schneiden a'* in 
A\, A^^ u. s. f. — Als Ebene des Originalkreises kann man 
auch die durch M'' ■= M gelegte ^Wecliselschnittebene" jenes 
Cylinders wahlen. Sie werde nenerdings mit E'' bezeichnet. 
Die Spur yon E'" in P ist die in M auf a errichtete Senk- 
rechte. Im iibrigen liegen E'' und P zu p*" orthogonal -sym- 
metrisch. Durch Angabe von p^ ist somit auch hier die 
Lage der Originalebene eindeutig bestimmt. Der Kreis- 
schnitt der Ebene E'' beziiglich jenes Cylinders ist der Ori- 
ginalkreis, die in M'' = M auf E** errichtete Senkrechte ist a% 
sie hat a zu ihrer Orthogonal- und zugleich zu ihrer schiefen 
Projektion auf P. Im Iibrigen ist auch hier wieder der 
tJbergang von dem Bilde zu dem Originale ein eindeutiger. 
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Nachtrage. 

Fig. 3 bietet nicht ein neues Beiapiel, giebt viebnehr die bei Fig. 2 
beschriebene Construction in anderer Ausdrucksweise. 

In Fig. 22 ist §, /, mit i^ zu bezeichnen. 

Am Schlusse von Nr. 13 ist zu berichtigen, dass es zwei Schaaren 
Yon Anschlussgeraden giebt, in Bezug auf welche die Flachengleichheit 
besteht. 

In Nr. 58, S. 187, ist zu beachten, dass es stets zwei durch P und 
P' gehende Kreise giebt, welche g beriihren. Es giebt somit im ganzen 
zwei Schaaren jener ausgezeichneten Affinitatsaxen , sie liegen zu den 
ausgezeichneten Linien i^i^ orthogonal -symmetrisch. 
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